A“(IT Aufgabensammlung Mathematik M T o

Karlsruher Institut far Technologie

MINT-Kolleg am KIT BADEN-WURTTEMBERG

Aufgabenblatt 0

Aufgabenverzeichnis

[0 Inhaltsverzeichnis|

(1 ArithLogik /Betrag|

[2  ArithLogik /BinKoeff|

[3  ArithLogik/Geometrie|

{4 ArithLogik/Logik|

[5 ArithLogik /PotWurz|

[6  ArithLogik/SumProd|

[7 ArithLogik /Terme|

[8 ArithLogik/UnGleichungen|

[9 ArithLogik/Vollstind|

(10 ArithLogik/Zahlbereiche|

|11 DGL7ErsteOra]
|12 DGL7ErsteOraSu55t|

(13 DGL/MitLaplaceTrans|

(14 DGL/NteOrdHom|

(15 DGL /NteOrdInhom|

[16 DGL/PartDGL|

(17 DGL/SysHomDiag|

[18 DGL/ZTests

[T DWfEinDim/DiffQuof

20 DiffEnDim/DiffRegeln

21 DiffEinDim /Geometrisches
22 DWfEnDim/KurvendisK

|23 D|TFE|hD|m7LHosp|ta||
[24 DiffEinDim /MWS|

[25 DiffEinDim /Optimierung]

[26 DiffEinDim /Taylor]

Inhaltsverzeichnis 6. Mérz 2026

10
12
15
19
23
26
27
31
32
34
37
40
42
43
44
45
48
49
51
52
53

55



[27 DiffEinDim/ZUebersichten|

28 DitffMehrDim /DifftbarPart

20 DitfMehrDim /DittbarRichtun

(30 DiffMehrDim /DiffbarTotal

[31 DiffMehrDim /DiffbarVermischt]

32 DitfMehrDim/ExtremaMitNB

[33 DiffMehrDim /ExtremaOhneNB|

[34 DiffMehrDim /Geometrisches|

35 DitfMehrDim/HoehereA

[36 DiffMehrDim /ImpIDefFktn|

37 DitfMehrDim/MWS

[38 DiffMehrDim /Taylor
[39 DiffMehrDim/Umkehrbar|

{40 DiffMehrDim /Vektorwertig]

[41 FktAllg/BildUrbild|

{42 FktAllg/Eigenschaften|

{43 FktAllg/Verkettung

{44 FktEinDim /EigenschaftenReell|

[45 FktEinDim /ExpLn|

{46 FktEinDim/Fortsetzung|

{47 FktEinDim/Graphen|

{48 FktEinDim /Hyperb|

{49 FktEinDim/Polynome|

[50 FktEinDim /Rationall

[51 FktEinDim /Trig|

(62 FktEinDim/Umkehrung]

[63 FktMehrDim /Grenzwerte|

[54 FktMehrDim /Hoehenlinien|

[65 FktMehrDim /Stetigkeit|

[56 Folgen/Definition|

56

57

59

60

62

63

64

66

67

68

70

71

72

73

75

76

78

79

80

82

83

85

86

90

91

94

95

97

98

100



[57 Folgen/FktnFolgen|

[58 Folgen/Haeufung|

[59 Folgen/Komplex|

[60 Folgen/Konvergenz|

[61 Folgen/Rekursiv|

[62 Folgen/Vektorwertig|

[63 GWStetig /FktGW|

[64 GWStetig/GImUndLStetig

65 GWStetig/Stetigkert

[66 GWStetig/ZWS|

[67 IntEinDim/DefRiemann|

[68 IntEinDim /Integrale|

69 IntEinDim/PBZ

[70 IntEinDim/Partiell|

[71 IntEinDim/Stammftkt|

[72 IntEinDim/SubstRegel|

[73 IntEinDim/Uneigentlich|

[74 IntEinDim /Vermischt|

[75 IntMehrDim /CavalieriRotation|

[76 IntMehrDim /Intervalle|

[77 IntMehrDim /Normalbereiche|

[78 IntMehrDim /StandardSub|

[79 IntMehrDim /Substitution|

(80 IntMehrDim /Theorie|

[81 IntTrafo/Fourier|

[82 IntTrafo/FourierAusrechnen|

[83 KomplAna/Laurentreihen|

[84 KomplAna/Residuensatz|

[85 KomplZahlen/Darstellung

[86 KomplZahlen /Funktionen|

101

102

103

104

105

107

108

112

113

114

115

116

119

120

121

124

125

127

129

131

133

137

140

141

142

144

145

146

147

149



[87 KomplZahlen/GlgnAlg|

[88 KomplZahlen/GlgnTransz|

[89 KomplZahlen /Kartesisch|

[90 KomplZahlen /Polar|

[91 KomplZahlen/Wurzeln|

[92 KomplZahlen/Zahlenebene|

[93 KurvenOberfl /IntSaetze|

[94 Mengen /Grundbegriffe|

[95 Mengen/Maechtigkeit|

[96 Mengen /Schreibweisen|

[97 Mengen /Skizzieren|

[98 Mengen/Topologie|

[99 Mengen /Verknuepfen|

[(100Numerik /Gleichungen|

[101Reihen /Bekannt|

[102Reihen /CauchyProd|

[103Reihen /Fourierreihen|

[104Reihen /Komplex|

[105Reihen /Kriterien|

[106Reihen /Potenzreihen|

[10AWST heorie/Begriffe|

[108WST heorie/Kombinatorik|
[T09WSTheorie/WSRechnung]

[(110ZUnfachliches/Sonstiges|

[111ZUnfachliches /Uebersichten|

150

152

153

154

155

156

158

160

161

162

164

165

168

172

173

175

176

179

180

182

184

185

188

189

190



Aufgabensammlung Mathematik ®
A\‘(IT MINT-Kolleg am KIT T ouee

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 1 ArithLogik/Betrag

m ArithLogik/Betrag/Ag_Betrag_UnglFuerBetragAlsDoppelUnglSchreiben.tex

Aufgabe 1.1 (Eigenschaften des Betrags)
Weisen Sie mit Hilfe einer Fallunterscheidung nach, dass fiir alle reellen « und alle reellen ¢ > 0 gilt:

z| <e «— —c<z<ec

m Arithlogik/Betrag/Ag_Betrag_lineareBetragsglgn.tex

Aufgabe 1.2 (Lineare Betragsgleichungen)
Losen Sie die folgenden Gleichungen, indem Sie jeweils eine Fallunterscheidung vornehmen. Uberpriifen
Sie stets, ob die erhaltenen Losungen den Fallvoraussetzungen gentigen!

a) 2e=2-|z|—2 d) [t—4|=3t+5 ) 2z +4 1
) y+4=2-Jy—1 0
Rl e) ly+4|=2-ly—1
b) 3w 5| =2 h) ju+2|+|u+4-12=0
|1+s\_5
c) |3z -5/ =22 ) 3=~ D) [0+ 1]+ (2043 = |¢ — 4]

E ArithLogik/Betrag/Ag_Betrag_lineareBetragsunglgn.tex

Aufgabe 1.3 (lineare Betragsungleichungen)
Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen an!

a) 4 +1| > -2 ay =3y [ |00

) 2r +3 ) 3—2af
b) |7—3z| <5

e) |2z — 5|+ |4z + 5] |8 —3]+28 -2
c) |[7T—3t|<2t+3 <9+ (32| g) 5—26|—2 —


./ArithLogik/Betrag/Ag_Betrag_UnglFuerBetragAlsDoppelUnglSchreiben.tex
./ArithLogik/Betrag/Ag_Betrag_lineareBetragsglgn.tex
./ArithLogik/Betrag/Ag_Betrag_lineareBetragsunglgn.tex
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Aufgabenblatt 2 ArithLogik/BinKoeff

E ArithLogik/BinKoeff/Ag_BinKoeff_AlleAchtUeberKMitFormelUndPascalBerechnen.tex

Aufgabe 2.4 (Binomialkoeffizienten — Berechnungsformel und Pascal’sches-Dreieck)

8
Ermitteln Sie fiir alle k € {0;1;2; 3;4;5;6;7;8} die Binomialkoeffizienten <k>

a) mittels der Berechnungsformel! b) mit Hilfe des Pascal’schen Dreiecks!

E ArithLogik/BinKoeff/Ag_BinKoeff_ FakUndBinKoeffKennenlernen.tex

Aufgabe 2.5 (Fakultit und Binomialkoeffizient)
Seien ¢ € No, m € N\ {1} und n € N.

ie 5! N ! 3 _Tn—6 1
a) Berechnen Sie 5! und (3!)! ! £) Bringen Sie den Term n n—6
10 12 (n+2)! (n—1)!
b) Berechnen Sie ( 4) und <5> ! auf einen Bruch!
c) Ist (m + ¢)! dasselbe wie (m! + £)? g) Wollen Sie wissen, warum Binomialkoeffizi-
enten mit dem Pascal’schen Dreieck berech-
d) In welchem Fall ist (m-/)! dasselbe wie net werden kénnen?
(m!-21)?
. n n n—+1\ ..
Rechnen Sie + = fir
Kii S (n+1)! ‘ it wi solich k—1 k k
e) Kiirzen Sie (= 1) so weit wie moglich! alle € N mit & < 7 nach!


./ArithLogik/BinKoeff/Ag_BinKoeff_AlleAchtUeberKMitFormelUndPascalBerechnen.tex
./ArithLogik/BinKoeff/Ag_BinKoeff_FakUndBinKoeffKennenlernen.tex
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Aufgabenblatt 3 ArithLogik /Geometrie

m ArithLogik/Geometrie/Ag_PythagorasUndLGS_BoxFalten.tex

Aufgabe 3.6 (Falten einer Box aus Papier)
Mit der rechts stehenden Faltanleitung kann man aus einem rechteckigen — Talfalte

- - Bergfalte

Papier der Breite b € R und der Liange £ € R mit 0 < b < ¢ < 2b eine .
quaderférmige oben offene Box falten. L

a) Welche Voraussetzungen muss man an b und ¢ stellen, damit die
Box breiter wird als hoch?

b) Welche Seitenldngen muss das Papier haben, damit die fertige Box | *.
die Make e x e x m bekommt, wobei e &~ 2.71828 die Euler’sche AN

Zahl und 7 ~ 3.141 59 die Kreiszahl bezeichnen?

Die vollstéandige Faltanleitung

stammt von Stephen Hecht.

m ArithLogik/Geometrie/Ag_Pythagoras_DINPapierEckenAufeinanderfalten.tex

Aufgabe 3.7 (DIN-A-Papier knicken)
a) Die A-Serie der DIN-Papiere basiert auf vier Vorgaben (n € Np):
e Ein DIN-AO0-Papier ist 1 m? grof.

e Ein DIN-An- und ein DIN-A(n + 1)-Papier haben eine gleichlange Seite.
e Ein DIN-An-Papier ist doppelt so grof wie ein DIN-A(n + 1)-Papier.

e Alle Papiere sind rechteckig und haben das gleiche Seitenverhéltnis.

Berechnen Sie das Seitenverhéltnis der Papiere der DIN-A-Serie!

b) Wenn Sie zwei gegeniiberliegende Ecken eines Papiers der DIN-A-Serie aufein-
ander falten, werden die langen Seiten des Papiers in zwei Teile geteilt.
Geben Sie eine Vermutung an, in welchem Léngen-Verhéltnis die beiden Teile
zueinander stehen!

Koénnen Sie Thre Vermutung beweisen?

§ || ArithLogik/Geometrie/Ag_Winkel GradUndBogenmassIneinanderUmrechnen.tex

Aufgabe 3.8 (Grad- und Bogenmaf)

Rechnen Sie die folgenden Winkel vom Grad- ins Bogenmaf bzw. vom Bogen- ins Gradmaf um!

| | 207 | 37150

Gradmal | 20° | | —96° | 118.6°
Bogenmaf H ‘ 3 ‘ ‘ ‘ —%-7? ‘ 5.621 ‘ ‘

Hinweis: Sie kénnen dazu einen Taschenrechner oder eine Mathe-App benutzen.

< T

o

E ArithLogik/Geometrie/Text_LinUnabh_PapierseiteDritteln.txt

Aufgabe 3.9 ()

Die Aufgabe
VektorraumRn/LinearUnabhaengigBasis/Ag_LinUnabh_PapierseiteDritteln
aus der Aufgabensammlung zur Linearen Algebra kann auch mit Hilfe der
Strahlensdtze bearbeitet werden.



./ArithLogik/Geometrie/Ag_PythagorasUndLGS_BoxFalten.tex
./ArithLogik/Geometrie/Ag_Pythagoras_DINPapierEckenAufeinanderfalten.tex
./ArithLogik/Geometrie/Ag_Winkel_GradUndBogenmassIneinanderUmrechnen.tex
./ArithLogik/Geometrie/Text_LinUnabh_PapierseiteDritteln.txt
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Aufgabenblatt 4 ArithLogik /Logik

E ArithLogik/Logik/Ag_Logik_AussagenNegieren.tex

Aufgabe 4.10 (Negation von Aussagen)
Verneinen Sie die folgenden Aussagen:

a) A: Weik ist keine Farbe und jedes Bild ist von Hand gemalt.
b) B: Alle Fische leben im Wasser.

c) C: Es gibt eine ganzzahlige Quadratzahl, die gerade ist.

d) D: Jede natiirliche Zahl ist grofer als 1.

E ArithlLogik/Logik/Ag_Logik_Beweismethoden.tex

Aufgabe 4.11 (Beweismethoden)
Zeigen Sie die Giiltigkeit der nachstehenden Aussagen:

a) mit Fallunterscheidung: Vn € N : 3 teilt n - ggT(n? — 3n — 1, 3).
b) direkt fiir alle z € R mit 2 > —23: /22 +46 — 2z =4 = z € {3, —5}.

Frage: Was ist noch zu zeigen, um die Losungsmenge der Gleichung anzugeben? Bestimmen Sie

diese.
c) indirekt fiir alle n € Z: 3 teilt n?> = 3 teilt n.

d) mittels Widerspruch, dass v/3 irrational ist.

m ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Beweismethoden2.tex

Aufgabe 4.12 (Beweismethoden)
Zeigen Sie die Giiltigkeit der nachstehenden Aussagen.

a) Mit einer Kontraposition:
n
Seien x1,x9,...T, € R, n € N. Es gilt: (Z|xk| :0> — (x1=ax2=...=2,=0).
k=1

b) Mit einem Widerspruch:

Seia € Rund f: R — R mit f(x) = 23 + az.

Es gilt: (Vx € R: f'(z) >0) = (Vz e R: (f(x) =0) = (z=0)).

(D.h., falls die Ableitung von f iiberall positiv ist, ist Null die einzige mogliche Nullstelle.)
c) Mit einem direkten Beweis:

Seien ay, a9 € Z. Es gilt: ((x €EZ)A (23 + agx® + a1z + 3 = 0)) = (x€{1,-1,3,-3}) .

d) Mit einem direkten Beweis:

Sei € € R mit € > 0 und n, = E}.Esgilt: (meN)A(n>n)) = <

n
—1ll<e).
n+1 ’ >

m ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Minibeweisel.tex

Aufgabe 4.13 (Aussagen beweisen bzw. widerlegen)
Folgende Aussagen sind wahr. Weisen Sie dies mithilfe einer kurzen Beweiskette nach.
8


./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_AussagenNegieren.tex
./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Beweismethoden.tex
./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Beweismethoden2.tex
./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Minibeweise1.tex

a) VeeR: 23 >1 = 26 > 1.
b) Va,b € N: a und b gerade = 3a — 2b gerade.
c) Ve,yeR: 32 <2y—6 <= y>1.50+3.
d) IreRYWWER: v <y = 22 <y’
Folgende Aussagen sind falsch. Geben Sie zum Nachweis jeweils ein Gegenbeispiel an.
e) VzeR: 22 >1 < 25> 1.
f) Va,b € N: a gerade und b gerade <= 3a — 2b gerade.

g) VzeRVycR:z <y < 22 <y?

§ || ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Quantoren.tex

Aufgabe 4.14 (Aussagen entscheiden)

Entscheiden Sie, ob diese quantisierten Aussagen fiir reelle Zahlen x,y,z € R wahr oder falsch sind.
Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung (bei 3 miissen Sie sagen, welcher Wert existiert). Beachten
Sie die Reihenfolge der Quantoren:

a) Vady: 22 +1=y+1 d) Vedy3dz: z<y<z
b) Vydz: 2?2+ 1=y +1
c) VeVy3dz: z<y<z e) dxVydz: z<y<z

& || ArithLogik/Logik/Ag_Logik_VerknuepfungenPruefen_ wiwi.tex

Aufgabe 4.15 (Wahrheitstafeln fiir verkniipfte Aussagen)

In den Vorlesungsmaterialien sind Rechengesetze fiir verkniipfte Aussagen formuliert. Bestétigen Sie
o das zweite Assoziativgesetz (AV (BV C)) = ((AVv B)VC),
e das zweite Distributivgesetz (AV (BAC)) = (AVB)A(AV (D)),
e das zweite Gesetz von De Morgan —=(AV B) = (=A) A (=B),
e die Kontraposition (A = B) <= (-B = —-A)

anhand einer Wahrheitstafel.


./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_Quantoren.tex
./ArithLogik/Logik/Ag_Logik_VerknuepfungenPruefen_wiwi.tex
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Aufgabenblatt 5 ArithLogik /PotWurz

E ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_BuchstabeBasisBuchstabeExponent.tex

Aufgabe 5.16 (Potenzen mit variablen Basen und variablen Exponenten vereinfachen)
SeienaeR, beR, ceR, z€R, y € Rund z € R mit min({a;b;c;x;y;z}) >0und z > y.
Seien n € R und m € R. Vereinfachen Sie die folgenden Terme!

3an+1 . 61’n+7 X 9bx+1 a5x—2y a4x+y
a) 327 . 9he+1 . 34 d) pom—1 ° pm—2
ath.gntl.gn e) 42a% - b* - 2"t 7063 - b? - 2"t
b) CLO .qn - an—l 3663 . y2 . Zn—S ' 5402 . y4 . Zn—2
QP g gB3nt2 g 2n1 f) (ax — ay)™ - (3bx + 3by)"
C) an—l-Qx . b2n—m ’ $2n—3 . yn—l-l (ch o cyQ)m-Hl

m ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_BuchstabeBasisZahlExponent.tex

Aufgabe 5.17 (Potenzen mit variablen Basen und ganzzahligen Exponenten vereinfachen)
Vereinfachen Sie die nachstehenden Terme!

18- (a2 - b)? a (B0 2 or6b-a®\? 7562’
a) 273 . (2a - \/a - b)2 48a3 - x 9a - 13 36a* -y
4
b) (5ab)® - (5ba?) 2 0 a2ty a7’ b0 a?
0 40?2\ ? (8a® -y 4 (180 - af 2 f) 27270 6. 271 49272 . 3. 4

E ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_ZahlpotenzenAlsBruchSchreiben.tex

Aufgabe 5.18 (Zahl-Potenzen als gekiirzten Bruch schreiben)
Schreiben Sie die folgenden Zahlen als einen vollstdndig gekiirzten Bruch mit positivem Nenner!

) (7)) JONON 0 (2) ()
0 (i) o (143) (24 1)

m ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_GlgnMitWurzelnLoesen.tex

Aufgabe 5.19 (Gleichungen mit Wurzeln 16sen)
Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen an!

a) 22 +12 =61 c) 62— 2 =1L e) ud 4190 = 65 g) 4w’ —28 =2
2 5
b) 4y% = 144 d -L+3=45 f) 30545 =83+ h) & +5% =42

10


./ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_BuchstabeBasisBuchstabeExponent.tex
./ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_BuchstabeBasisZahlExponent.tex
./ArithLogik/PotWurz/Ag_Potenzen_ZahlpotenzenAlsBruchSchreiben.tex
./ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_GlgnMitWurzelnLoesen.tex

m ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_NennerRationalMachenBuchstabenUndZahlen.tex

Aufgabe 5.20 (Rechnen mit Wurzeltermen — Nenner rational machen)
Seien z € R und y € R\ {z} mit min ({z;y}) > 0. Formulieren Sie die Briiche durch Erweitern so um,
dass schlielich im Nenner keine Wurzelterme mehr stehen!

a)

c) _r . 447 22
f_\/g )\ﬁ_2 g) \/15\154

’ d) —— f) V11— V10

z—y V2 -3

s
Iz

3
X

b) -
x

ot

m ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_WurzeltermeMitBuchstabenVereinfachen.tex

Aufgabe 5.21 (Potenzen von Wurzeln von Potenzen)
Seien t € R\ {4}, z € R, y € R und 2 € R mit min ({¢; z;y; z}) > 0.
Vereinfachen Sie die folgenden Terme und formulieren Sie die Ergebnisse ohne Wurzeln im Nenner!

) ) i ) {0 e’ (V) e

" 9t
b) V2 V23 VWt (Vi+3) - (2-V9)

N
(NI

2 VTR (22 1)
&) (Vg2 Yty {fat iy VA

m ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_WurzeltermeMitZahlenVereinfachen.tex

Aufgabe 5.22 (Zahlen mit Wurzeln vereinfachen)
Geben Sie moglichst einfache Darstellungen der folgenden Zahlen an!

a) \/16-v/16-v/16  b) ¢/102400000 <) (ﬁ-?/??)w d) (V75— v12)°

E ArithLogik/PotWurz/Text_Glgn_WurzelGlgnFuenfVonSechsZweimalQuadrieren.txt

Aufgabe 5.23 ()

Eine Aufgabe zum Loesen von Wurzelgleichungen findet sich in
ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Glgn_WurzelGlgnFuenfVonSechsZweimalQuadrieren

11



./ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_NennerRationalMachenBuchstabenUndZahlen.tex
./ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_WurzeltermeMitBuchstabenVereinfachen.tex
./ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_WurzeltermeMitZahlenVereinfachen.tex
./ArithLogik/PotWurz/Text_Glgn_WurzelGlgnFuenfVonSechsZweimalQuadrieren.txt
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Aufgabenblatt 6 ArithLogik /SumProd

m ArithLogik/SumProd/Ag_Grundlagen_Indextransformation_mittel.tex

Aufgabe 6.24 (Indextransformation)
Fiithren Sie die angegebene Indextransformation durch und vereinfachen Sie die resultierenden Terme!

(L) . n+1 U
a)gHOQHurl (z=0+1) b)jl;[1<j 1) (k=n—j)

m ArithLogik/SumProd/Ag_Grundlagen_SummenzeichenZahlen_leicht.tex

Aufgabe 6.25 (Summen- und Produktzeichen)
Seien a € R und b € R. Berechnen Sie die folgenden Zahlen!

)3 ) Sty Py B
j=4] 2 i@ tc ontl
1 - LT > (g +1\*
b) ST f 3 Yy TTw-1) n q+t1
)25 > 1 V(%)
3. 9 5 4 g 4 4
Do ® 3 (1" k)le3p °) Yook-3
: > 0 .1 1 1 p
d) g:23k h) STA-(A-1) 1) 1‘[ . D) Zak-Z;
- A=0 z=-3 k=1 Jj=k

m ArithLogik/SumProd/Ag_SumProd_DoppelteIndexverschInTeleskopProd.tex

Aufgabe 6.26 (Eine zweifache Indexverschiebung)
200 o 4

/2
(=2

Das Produkt kann man mit Hilfe von Indexverschiebungen berechnen.

a) Schreiben Sie das Produkt mit Hilfe von vier Produktzeichen: je zwei im Z&hler und im Nenner!

Tipp: Nutzen Sie eine binomische Formel!
b) Nehmen Sie in insgesamt zwei der vier Produkten eine sinnvolle Indexverschiebung vor!

c) Ziehen Sie aus jedem Produkt je einen Faktor heraus, um im Anschluss kiirzen zu kénnen und
so leicht das Ergebnis des Ursprungsprodukts zu berechnen!

m ArithLogik/SumProd/Ag_SumProd_ErsteFormelnNutzenGeomLattenzaunGauss.tex

Aufgabe 6.27 (Rechnen mit Summen)
Seien n € N\ {1;2}, p € N und ¢ € Ny drei vorgegebene Parameter.
Verwenden Sie Thnen bekannte Summen, um die folgenden Terme zu berechnen!

|
—

n

5 n p q
a) > 27 B) Y-k -3 (140> o) DY (ke+2)
k=1

k=—-10 2 k=1 /(=0

~
||
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Aufgabe 6.28 (Summen- und Produktzeichen)
Berechnen Sie die folgenden Summen und Produkte, indem Sie sie zunéchst ausschreiben!

3 6 4 2 3 7
a) 3 (k1) d) ZmT_l D YN (er2) ) Y12
k=—2 m=2 k=1 ¢=0 p=0 g=1 q
6 o 11 2 6 9. 3 T-p
b) H%l &) S (C1 m [TI5, ©X I £
=2 n=0 r=—1y=3 e=0¢=1+¢
6 p2_q 6 3 max ({2; a}) 0 2-X (—1) - 1
c) ZT f) Z 7 i) Z Z a®’ D) H Zﬁ
=2 A=—5 a=—1 A=—4 p=2

m ArithLogik/SumProd/Ag_SumProd_KleinenGaussNachGaussIdeeBeweisen.tex

Aufgabe 6.29 (Beweis der ,kleinen Gaufs-Formel*)

n-(n+1)

Beweisen Sie die , kleine Gauft-Formel“ Z k= fiir alle n € N auf dem folgenden Weg!

k=1
a) Teilen Sie die Summe fiir den Fall, dass n € N gerade ist, in der Mitte auf!
b) Machen Sie in einer der beiden Summen die Indexverschiebung ¢ =1 —k !

c) Verschieben Sie den Index der anderen Summe so, dass die Summationsgrenzen beider resultie-
renden Summen identisch werden!

d) Fassen Sie die beiden Summen zu einer Summe zusammen, vereinfachen Sie die Summanden
dieser Summe und berechnen Sie den resultierenden Term!

e) Verwenden Sie das bereits gezeigte Resultat zu geraden Zahlen nun beim Beweis fiir den Fall, in
dem n € N ungerade ist!

m ArithLogik/SumProd/Ag_SumProd_TeleskopMitFibonacciBasiertenSummandenOhneFolgennotation.
tex

Aufgabe 6.30 (Teleskopsummen mit Fibonacci-basierten Summanden)
Die Fibonacci-Zahlen F': Ny — Ny mit n — F' (n) werden rekursiv definiert durch

F(0) =0, F(1):=1 und Fn+1):=F((n)+F(n—1) firalleneN.
Die Fibonacci-Zahlen erfiillen die folgenden Aussagen (die Sie ohne Beweis verwenden diirfen):
o Fiir allen € Ny ist F'(n) < F (n+1).

e Fiir alle n € Ny und alle m € Ny \ {n} gilt F'(n) = F' (m) genau dann, wenn {n;m} = {1;2} gilt.
1 1 1

e Fiir allen € N\ {1} gilt Fin—1) - F(n+1) F(m—-1)-F(n) Fn)  Fn+l)

a) Berechnen Sie alle einstelligen und alle zwei- -

1
stelligen Fibonacci-Zahlen! kZ_Q F(k—1)-F(k+1)

an!

b) Geben Sie fir alle n € N\ {1} ei- «¢) Finden Sie auch fiir alle n € N\ {1}
ne Darstellung ohne Summenzeichen fiir eine Summenzeichen-freie Darstellung von
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d) Welcher Grenzwert ergibt sich jeweils fiir die
Fk-1)-F(k+1) beiden Summen aus den Aufgabenteilen @
und [c)| beim Grenziibergang n — co?

§ || ArithLogik/SumProd/Ag_SumProd_TeleskopSummandVereinfachenUndUmEinsVerschieben.tex

Aufgabe 6.31 (Teleskopsummen)
Seien n € N und m € N. Schreiben Sie die folgenden Terme ohne Summenzeichen oder Piinktchen!

k—1 3
)Z<k+1 k4> b)Z( e+1 \/z.(z_1)!>

§ || ArithLogik/SumProd/Ag_SummeFakultaet_HermitePolynome.tex

Aufgabe 6.32 (Hermite-Polynome als Summe)
Die Hermite-Polynome H,, : R — R mit n € NU{0} sind unter anderem in der Physik von Bedeutung.
Eine mogliche Darstellung erfolgt iiber die Summe in der {iblichen Schreibweise

n n!
Ho@)= (1" Y Rtk
ki42ko=n 12
k1,k2eNU{0}

Werten Sie die Summe fiir n < 3 aus, um eine explizite Darstellung der ersten Polynome zu erhalten.
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Aufgabensammlung Mathematik ®
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Aufgabenblatt 7 ArithLogik /Terme

m ArithlLogik/Terme/Ag_BinomForm_BeweisArithGeomMittelUndPythTripel.tex

Aufgabe 7.33 (Kleine Beweise mit Verwendung der binomischen Formeln)
Seien m € Nund n € N mit m > n, sowie z € R und y € R mit z > 0 und y > 0.

a) Zeigen Sie, dass 2mn und (m2 — n2) Seitenldngen von rechtwinkligen Dreiecken mit ganzzahligen
Seitenléngen sind! Wie lang ist die dritte Seite?

b) Zeigen Sie die Ungleichung /zy < %ﬂ vom geometrischen und arithmetischen Mittel!

m ArithlLogik/Terme/Ag_BinomForm_HinUndZurueckAnwenden.tex

Aufgabe 7.34 (Binomische Formeln)
Seien a € R, b € R und ¢ € R mit ac > 0.
Formulieren Sie die folgenden Terme mit Hilfe der binomischen Formeln um!

a) 169a — 130ab + 25b c) (a+b+1)-(a+b—1) e) (vac—1)-(=1—/ac)
b) 9a'b? + 12a2b + 4 d) a® —2ab+ 2% +2b + 1 f) (—5a — 3b)* + (=5a + 3b)°

m ArithlLogik/Terme/Ag_BinomForm_TrinomischeFormelAllgemeinUndKonkret.tex

Aufgabe 7.35 (Die erste ,trinomische Formel“)
Seienx e R,yeR, ze R, AeR, BeRund D € R mit D # 0.

a) Rechnen Sie nach, dass
(a+b+c¢)® = a4+ 0>+ ¢ + 2ab + 2ac + 2bc
fiir alle reellen Zahlen a € R, b € R und c € R gilt!
b) Faktorisieren Sie 422 — 16xy + 16y? + 252* + 20222 — 40y2? mit Hilfe der obigen Formel!

A? 44 24B% 16
c) Faktorisieren Sie T + 3AB? - - +9B* — ) + D2 SO weit wie moglich!

m ArithLogik/Terme/Ag_BinomForm_UngewoehnlicheQuadratischeErgaenzung.tex

Aufgabe 7.36 (Ungewohnliche quadratische Ergénzung)
Seien @ € R und b € R mit 5a® - b # 4a* + 3b2.
16a® — a* - b? + 9b*

Fiihren Sie eine quadratische Ergénzung aus, um im Bruch kiirzen zu konnen!
d & & 4a* — 5a2 - b+ 3b?

m ArithLogik/Terme/Ag_BinomSatz_EinfuehrungMitBuchstaben.tex

Aufgabe 7.37 (Binomischer Satz)
Seien a € R, b € R und ¢ € R\ {0}. Schreiben Sie die folgenden Potenzausdriicke ohne Klammern!

2) (20-+0)° b) (3‘“2)4 ) <i+c2>5 d) (835)11

m ArithLogik/Terme/Ag_Logarithmus_Werte_berechnen.tex

Aufgabe 7.38 (Logarithmen zu unterschiedlichen Basen)

Berechnen Sie:
15
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a) 1b(4) c) log;(81) e) 1g(0.001)
b) 1b (1) d) logs(25) f) 1g(+/10)

g) lg(1000000)

h) log7(1)

i) logs (%)

j) log, (4096)

(3]

ArithLogik/Terme/Ag_Terme_AusklammernUndPotenzgesetzeGemischt.tex

Aufgabe 7.39 (Rechnen mit Potenzen)

Seiena € R,be R, ce R\ {0}, z € R,y € R\ {0}, z€ R\ {0} und n € Z.

Faktorisieren Sie die Terme méglichst weit!

a) 127 b~ 6a- 1 —15a% b+ 6012 —Ta® b oy <—1.—1.—1>
-2 —2 -2
C C C
18yn+4 4y7—3n
b) (3a+2b)-a* —a*-(2b—3a) +a*- (3a+2b)  d) 5 5wt e

(3]

Arithlogik/Terme/Ag_Terme_BruchrechnungPlusMinusMalGeteilt.tex

Aufgabe 7.40 (Bruchrechnung)

Fassen Sie die folgenden Terme zu einem Bruch mit je einer Zahl in Zahler und Nenner zusammen!

3 7 17 6 7 14 19 1 3 3 7
4l d) 10— —+ = .= _ = iy Z. 22 z
) 7t3 ) > 75 173710 D35 1%
1,45
8 12 2 2 p _8.3.1 K 2173T%6
b) 3— = I/ ) fe T ) 101
) 3-3 °) 3 35 4°7 2 s—9tm
8 _ 9.3 1 _ 12, 1
y 17,4 g UL 11 2 i) 2 11+75 1) ?*F+E
c —_— . — —_— _— =
4 11 7 3°5 5162 -T2
E ArithLogik/Terme/Ag_Terme_EinsetzenUndVereinfachen_VKM.tex

Aufgabe 7.41 (Terme ineinander einsetzen und vereinfachen)

Setzen Sie jeweils den Term B in den Term A ein und vereinfachen Sie den dabei entstehenden Term

A(B) so weit wie moglich.

a) A: 2z—3y d A: z-—uay
B: z=2-y B y:%—l
b) A: 2z-3y e) A: 2z—dax
B: y=2-—=x B: a=x-1
c) A: z—uy f) A: 2z—4dax
B: z=y+1 B: r=da*>-2a-1

g) A:
B:
h) A:
B :
i) A:
B :

1-3b
r=2a+3b

—2(y*—1)

ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Faktorisieren.tex

(&)

Aufgabe 7.42 (Produktdarstellung von Termen)

Seiecna e R,beR, meR, neR, ueR, veER, z€R und y € R.

Faktorisieren Sie die folgenden Terme so weit wie moglich!
a) —4x —16
b) 49y? — 64

c) ax — ay + bz — by
16

d) 19222 -9y +216-2% -y — 144 -z - ¢/
e) —(u—v)  (u+v)+2u-(u+o)
f) (2m —n)* — (n +2m)?
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E ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Logarithmengesetzel.tex

Aufgabe 7.43 (Logarithmenterme umschreiben)
Formen Sie die Terme so um, dass die Logarithmen nur noch auf einzelne Variablen oder auf moglichst
einfach gebaute Terme aus einzelnen Variablen angewandt werden:

a) In <\/6%b2) c) In(e- Je) e) Ib (3/5 W)

5/ 4 10 5 ; ; 4
b) In (w/é) O (W) o n <<a2— e )

E ‘ ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Logarithmengesetze2.tex

Aufgabe 7.44 (Logarithmenterme vereinfachen)
Fassen Sie so zusammen, dass nur noch ein Logarithmus gezogen werden muss!

a) 2In(u) + 31n(v) c) In(z?) + 3 In(y) — 2 1n(2)

b) In(u+v)+In ((u+v)?) — 1 In(u) — % In(v) d) In(11) — 2In(7z) + 3 In(2)

E ArithLogik/Terme/Ag_Terme_QOhneKlammernSchreibenUndZusammenfassen.tex

Aufgabe 7.45 (Rechnen mit Termen)
Seien ¢ € R, b € R und ¢ € R. Formen Sie die folgenden Terme so um, dass keine Klammern mehr
auftreten, und fassen Sie im Anschluss so weit wie moglich zusammen ohne Klammern zu verwenden!

a) 7a —3b+ (—a+2c) + (3¢ —6b) — (6a—3c)  €) (Ta—5b) - (3a+ 4b) — (5a — 9b) - (4a — b)
b) 5a+ (7c — (2a — 3b)) — (4c —a +b) f) (3a+ 2b — 5c)?

) a-(b—2a)—b-(a+2b) g) (a2 +12)° — (a2 —?)°

d) (3a+ 2b) - (4a — 3b) - (5a — 7b) h) (2a — 5b) - (5b — 3a) — (2b — 4a) - (6a + 7b)

E ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Potenzen5_leicht.tex

Aufgabe 7.46 (Potenzen, Fakultidten, Binomialkoeffizienten, binomischer Satz)

a) Vereinfachen Sie den Term 2a8b® — 7a®b? + a7 - (—b)* durch Ausklammern.

1 -5
b) Vereinfachen Sie (—_4> . Welche a € R miissen ausgeschlossen werden?
a

c) Berechnen Sie die folgenden Fakultdten und Binomialkoeffizienten:

d) Berechnen Sie (2a — b)® mit dem binomischen Satz.
183 - (abz)2
3
63 . ((a26)3 : (a—1)2)

e) Vereinfachen Sie
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m ArithLogik/Terme/Ag_Terme_VerschiedeneUmformungen.tex

Aufgabe 7.47 (Briiche und Terme mit Variablen umformen)
SeienaGR,bG]R,cERunddERmitc;ﬁb_T“ und d # 0.

2 1 5
a) Fassen Sie 373 + - Zu einem Bruch zusammen!
) 2 3 a b\ . )
b) Fassen Sie | — — 5 \3 + 3 ) m Fall a # 0 # b zu einem Bruch ohne Klammern zusammen!
a

c) Schreiben Sie (5a 4 4)* — (3a —5)*+4-(a+3)-(a —3)+5 einmal als Summe ohne Klammern
und einmal als Produkt ohne Briiche!

2 2
d) Vereinfachen Sie ——— durch Kiirzen! Was muss fiir @ und b gelten?
a’—a
b 2 12d
e) Schreiben Sie <éf;l %4 + 82) o —1b 1 Re als einen Bruch ohne Klammern!
atb 4 ab
f) Wie lautet der vereinfachte Kehrwert von —% n lb ? Was muss hierbei fiir @ und b gelten?
a b

m ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Wurzelnl_leicht.tex

Aufgabe 7.48 (Rechnen mit Wurzeln und Potenzen)
Fassen Sie folgende Terme (moglichst geschickt) zusammen:

a) 22.23 e) zl4 =5 -2 .2 73)2

T cZT W

i) ( 1.,-2.,.-3)\3
b) (—22)° £) /10000000 (@7t 272 279)

) 2. .2 .3 ) " i . ' -
o (v2- )’ B B (Gt = fatn et gam ) s (fatm)

8 16
h) vz - Vad- Vad

m ArithLogik/Terme/Ag_Terme_Wurzelnd_leicht.tex

Aufgabe 7.49 (Rechnen mit Wurzeltermen)
Fassen Sie folgende Wurzelterme zusammen:

@,ﬁi§+gﬁiif c)¢ﬁ+mw+w:¢ﬁ—mm+w
: 4

Vv1—=x 4

(02 402 a—0b)%+ a2+ b2 — 2ab
(2 da?) s a) Ve

b) — V2 (@b (a-b

E ArithLogik/Terme/Text_Polynome_QuadErgDreiEinfuehrungsBspe.txt

Aufgabe 7.50 ()

Eine Aufgabe zum Trainieren von quadratischer Ergaenzug findet sich in
FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_QuadErgDreiEinfuehrungsBspe
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Aufgabenblatt 8 ArithLogik /UnGleichungen

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Gleichungen_QuadGleichungenl_leicht.tex

Aufgabe 8.51 (Quadratische Gleichungen)
Losen Sie folgende Gleichungen auf verschiedene Arten (etwa durch Termumformungen, mittels qua-
dratischer Ergénzung, mit Hilfe von Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen).

a) 224+4=38 e) 222 +3=5 h) 422 —62+2=0

b) 16 —22=7 , )L
f) 2z4+1)" —4x =2 i) 5-z2—2—-6=0
g ) 20+ 1) 3

d) 422 —14 =11 g) 202 4+2x—4=0 ) (x—1)-(z+2)=3z+6

m ‘ ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Gleichungen_Umformungsregeln_leicht.tex

Aufgabe 8.52 (Aquivalenzumformungen fiir Gleichungen)

a) Stellen Sie alle Thnen bekannten Aquivalenzumformungen zusammen, die zum Lésen von Glei-
chungen verwendet werden konnen.

b) Kennen Sie weitere (nicht dquivalente) Umformungen? Notieren Sie diese ebenfalls und erldutern
Sie, was zu beachten ist, wenn eine solche Umformung auf eine Gleichung angewandt wird.

m ‘ ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Gleichungen_lineareGleichungen_leicht.tex

Aufgabe 8.53 (Lineare Gleichungen)
Losen Sie folgende Gleichungen:

a) 2—(4—2x)=0 e) —s-y+2=0 i) —55+5=>5s5—5
b 2 =2r—2 f) 2=—(2-2)+1. .

) &+ x ) 3 2-3)+3-2 DU+ L =L
) 4r-3 =% & duti=—bou-i ;.

d) 11t = —10t + 21 h) k+3=k+5 k) 2 173

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Glgn_DeflLsgMengeNachAusmultAblesbar.tex

Aufgabe 8.54 (Definitions- und Losungsmenge von Gleichungen)
Bestimmen Sie jeweils die maximale Definitionsmenge D C R und die Losungsmenge . C D !

2 2 1 1 _ 4 1 7 _ 1
a) (zx—1)"=(6—-2)"=5 c) 1 tT6-9 =5 e) P18 T B18)-048) — 148
b) iil + gi; =0 d) 3w23—12 + 4—2¢2 =0 f) (u-— 1)2 - % =u—38

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Glgn_LineareGlgnSechsStueck.tex

Aufgabe 8.55 (Lineare Gleichungen)
Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen an!
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a) 8—(2—-3x2)=0 c) I+2=2 e) 2v— 3 = 6ufll

£ ;o =2
+

b) by —3=3y+7 d) 3¢ 4+8=1-2

g o
W=

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Glgn_WurzelGlgnFuenfVonSechsZweimalQuadrieren.tex

Aufgabe 8.56 (Gleichungen mit Wurzeln)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Gleichungen!

a) V8r—T7+3=2z c) 2-\1+Vz=v2z+7 e) Vot+1—yp—1=0
b) VZyF3+VyFi=1 A VI VI @—u=0 £) 2. Vi3 VA TT=-5

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Glgn_quadratischInBruechenVersteckt.tex

Aufgabe 8.57 (Gleichungen mit Briichen)
Seien a € R und b € R reelle Zahlen mit —a # b # a. Bestimmen Sie die Definitions- und Lésungs-
mengen der folgenden reellen Gleichungen!

11 21 2 _pp—
a) - =4 o) L2070
r—1 14z 0+1
2 2 2_1
b) T " Ty = S — 1
-y +y (u+1) (u+2)
2 4 a?—1 a*+1 a®
C + =4 —
) =z 1+=z g) x—a+x+a R
2 2 4 2t—a t+b 2ab

d - == h =
) 1—t 14+t 1—¢2 ) a—b+a+b a? — b2

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Logarithmus_Gleichungen.tex

Aufgabe 8.58 (Gleichungen mit Logarithmen)
Sei b € R\ {1} mit b > 0. Losen Sie folgende Gleichungen:

a) In(23) +2=0 d) In(z) + In(v/z) = 21n(x) g) 421+ 5.2 =0
b) 3772 =53 e) 43775 =32
C) e2T L o _ 1 =0 f) b7 . p3E+2) — g . pr(z—1) h) 92z—1 4 5. 97 4 % =0

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Potenzen_QuadGleichungen_leicht.tex

Aufgabe 8.59 (Gleichung l6sen)

: 9)2 _ (—92).22-2 23" 4 (23)%.
Losen Sie die Gleichung 3-(@+2)°—(-2) = +( ) v

in den reellen Zahlen.
31 +6 (22)?

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_UnGlgn_AequivalentOderNicht.tex

Aufgabe 8.60 (Gleichungen und Ungleichungen umformen)

Uberlegen Sie fiir die folgenden Umformungen jeweils fiir Gleichungen und fiir Ungleichungen, ob
zwischen die urspriingliche (Un-)Gleichung und die umgeformte (Un-)Gleichung ein Aquivalenzpfeil
( <= ) geschrieben werden kann oder ob nur einer der beiden Folgepfeile ( <= oder =) dort
stehen darf. Oder sind die drei Pfeile alle fehl am Platz und die entsprechende Umformung ist nicht
erlaubt? Ist die Umformung einer Ungleichung nur erlaubt, wenn gleichzeitig das Ungleichheitszeichen

umgedreht wird, so markieren Sie das Umformungszeichen entsprechend ( =5 , EE baw, = ).
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./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Logarithmus_Gleichungen.tex
./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Potenzen_QuadGleichungen_leicht.tex
./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_UnGlgn_AequivalentOderNicht.tex

a) Addieren einer Zahl auf  e) Kehrbruch bilden, wenn i) Quadrieren, wenn beide
beiden Seiten beide Seiten # 0 sind Seiten positiv sind

Quadrieren, wenn beide

b) Auf beiden Seiten mit einer £) Kehrbruch bilden
’ Seiten negativ sind

Zahl # 0 multiplizieren

wenn j)
beide Seiten positiv sind

c) Auf beiden Seiten mit einer . k) Beide Seiten in die Expo-
Zahl > 0 multiplizieren g) Kehrbruch bilden, wenn nentialfunktion einsetzen
beide Seiten negativ sind
d) Auf beiden Seiten mit einer 1) Beide Seiten in den Sinus
Zahl < 0 multiplizieren h) Quadrieren einsetzen

E ArithLogik/UnGleichungen/Ag_UnGlgn_QuadrOhneBetrag.tex

Aufgabe 8.61 (quadratische Ungleichungen)
Welche reellen Zahlen erfiillen die folgenden Ungleichungen?

a) 22 -32+3<7-(z+2) b) (t+2)- (2t +1) >t +18 c) {5 <-4

E ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Ungleichungen_Gleichungen_mit_Betrag_mittel.tex

Aufgabe 8.62 (Gleichungen und Ungleichungen mit Betrégen)
Losen Sie die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen. Wenn Sie verschiedene Fille unterscheiden
(miissen), schreiben Sie stets auf, welchen Fall Sie gerade behandeln. Uberpriifen Sie unbedingt, ob
Ihre Losungen die entsprechenden Fallvoraussetzungen erfiillen!

a) |20 —4] > -1 o) 1+a . h) |z +2/4+|z+4/-12=0
13—z

b) |5—2z| <1 .

) |5 —2z] < 92 + 4 . i) b—z| <11

¢) lx+4]=2-|¢—1 i

) |lz+ 1+ 22+ 3| = |z — 4]
d) |t —4|=3z+5 g) 2z —4|>z+1

E ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Ungleichungen_verschiedene_leicht.tex

Aufgabe 8.63 (Ungleichungen)
Losen Sie folgende Ungleichungen (a sei eine gegebene reelle Zahl).

a) 2z —5<7 e) ‘11_§’§5 h) ax <z+a
b) —3%—42l 92
2 f)2 >7 i) r 1 N 21
c)%-(x—%)Z:v—l - a+1 a—-1 a*—-1
T —4
d) |z —22/ <5 g —— >3 J) lz+2/<5

E ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Unglgn_ ADurchBUndBDurchAMitiVergleichen.tex

Aufgabe 8.64 (Grofen- und Abstandsvergleich)
Es seien a € N und b € N natiirliche Zahlen mit 0 < a < b.

a) Ordnen Sie die Zahlen 1, § und g der Grofie nach!

b) Welche der beiden Zahlen § und 2 liegt ndher an 17 Begriinden Sie Thre Antwort!

Hinweis: Beispiele konnen Thnen eine Idee liefern, gentigen allerdings nicht als Beweis.
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./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_UnGlgn_QuadrOhneBetrag.tex
./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Ungleichungen_Gleichungen_mit_Betrag_mittel.tex
./ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Ungleichungen_verschiedene_leicht.tex
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m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Unglgn_LinearFuenfOhneZweiMitParameter.tex

Aufgabe 8.65 (lineare Ungleichungen)
Sei a € R eine fest vorgegebene reelle Zahl. Losen Sie die folgenden Ungleichungen!

a) 2r—5<7 d)i>7 f) ar<r+a
_u_
b) —3t—4>1 = 1 !
= g) >3
1 \ 94 a.—i—l a—1 a*—-1
) (p—-H>p-1 e) 3 >3 mit 1 #a # —1

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Wurzeln_QuadGleichungen_leicht.tex

Aufgabe 8.66 (Gleichungen mit Wurzeln)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen x der folgenden Gleichungen:

a) 1602 —81=0 f) V2r+3+vVz+1=1
b) 2224 4.2=0 g) \JrtrT— B (@-3)=2-12
c) 42® + 122 4+5=0 h)x+1+$—1_3x2—5x+10
-2 2 24
d) 4° —10-27 = —16 ! v !
) x+1_2x+4__2+ 2+ 6z —1
e) V8x —T+3=2x r—2 x+3 (x —2) - (x+3)

m ArithLogik/UnGleichungen/Ag_Wurzeln Vieta.tex

Aufgabe 8.67 (Satz von Vieta)
Gegeben sind reelle Zahlen p und g. Weiter sind x; und x4 reelle Zahlen mit der Eigenschaft

2 fpr+qg=(r—x1)-(x—1x) fiirallexcR.

Dann sind z1 und 2o Losungen der Gleichung 22 + px + ¢ = 0 (warum?).
Rechnen Sie nach, dass gilt:

p=—(z1+ 22) und ¢ =21 - 2o

E ArithLogik/UnGleichungen/Text_Polynome_QuadErgDreiEinfuehrungsBspe.txt

Aufgabe 8.68 ()

Eine Aufgabe zum Trainieren von quadratischer Ergaenzug findet sich in
FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_QuadErgDreiEinfuehrungsBspe

E ArithLogik/UnGleichungen/Text_Wurzeln_GlgnMitWurzelnLoesen.txt

Aufgabe 8.69 ()

Eine Aufgabe zum Loesen von Gleichungen durch Wurzelziehen findet sich in
ArithLogik/PotWurz/Ag_Wurzeln_GlgnMitWurzelnLoesen
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Aufgabensammlung Mathematik ®
AT MINT-Kolleg am KIT Ao

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 9 ArithLogik /VollstInd

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstInd_FormelVonMoivre.tex

Aufgabe 9.70 (Die Formel von Moivre)
Fiir alle ¢ € C und alle ¢ € C gelten die Additionstheoreme

sin (¢ + 1) = sin () - cos () 4 cos (¢) - sin (1») und cos (¢ + 1) = cos (¢) - cos (¢) — sin (p) - sin (¥) .
a) Zeigen Sie die fiir alle z € C und alle n € Ny giiltige ,,Formel von MOIVRE": (i*=-1)

(cos (2) +1-sin(z))" = cos (nz) +1i- sin (nz)

b) Zeigen Sie, dass die Formel von Moivre auch fiir alle z € C und alle n € Z \ Ny gilt!

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstInd_UngleichungenKreuzUndQuer.tex

Aufgabe 9.71 (Ungleichungen: kreuz und quer)
a) Verifizieren Sie die folgenden Ungleichungen fiir alle n € N mittels vollstdndiger Induktion.
@ ddrdo 214y @ §<trbrieotpl<n
b) Finden Sie jeweils das kleinstmogliche ng € N, fiir welches die folgenden Ungleichungen gelten,

und weisen Sie mithilfe vollstandiger Induktion nach, dass die Ungleichungen fiir alle n > ng
erfiillt sind.

)

() n-vA>n+yn i) F+gs+omt-+tom>Vn

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstInd_VerallgUnglArtihGeomMittel.tex

Aufgabe 9.72 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel)

a) Zeigen Siefiirallen € Nundallea; € R, ..., asn € Rmitmin ({ay € R | k€ Nund £k <2"}) >0
die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel:

on

271
N Hak < %-Zak.
k=1 k=1

b) Zeigen Sie fiir allen € Nund allea; € R, ..., a, € Rmit min ({ay € R | k€ Nund k <n}) >0
die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel:

n
Tipp: Definieren Sie N := min ({E eN ’ n < 26}), sowie a,, 1= A := % - > ay fir alle m € N
k=1
mit n < m < 2V, um Aufgabenteil @ verwenden zu konnen!

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Ag6_wiwi.tex

Aufgabe 9.73 (Geschlossene Ausdriicke beweisen)
Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass diese rekursiv gegebenen Folgen den zugehorigen
geschlossenen Ausdruck haben:
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a) a1 =5, ant1 = dap+1,ap = A"=1.(1 —4") b by = 2,byyy = 3by—1, b, = 3"+1.(1—37)

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Binomialkoeffizienten.tex

Aufgabe 9.74 (Eine Binomialidentitét)
Es seien ¢, n € Ny. Fiihren Sie eine vollstandige Induktion tiber £ > 0, um die Binomialidentitét

w0 (1) = (1)

zu beweisen. Behandeln Sie n dabel wie eine unbestimmte Variable.

m Arithlogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Binomialkoeffizienten2.tex

Aufgabe 9.75 (Verschobene Binomialkoeffizienten)
Es seien ¢, k, n natiirliche Zahlen. Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion iiber n > ¢ die Gleichung

A(n) 2;@ =5) = ()

Wenden Sie im Induktionsschritt die Zerlegungsregel auf den zweiten Binomialkoeffizienten in der
Summe an und zerlegen Sie dann die Summe.

Hinweis: flir n < m gilt ( ) = 0. Desweiteren gilt (:) = 0 fiir negative Zahlen z € Z und (8) =1.

n
m

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_InWi_SehrLeicht.tex

Aufgabe 9.76 (Induktion zum Einstieg)

a) Zeigen Sie die Aussage n? > 2n+1 fiir alle n € N\ {1;2} durch vollsténdige Induktion. Schreiben
Sie sauber Induktionsanfang, Induktionsvoraussetzung und Induktionsschluss auf.

b) Zeigen Sie nun die Aussage 2" > n? fiir alle n € N mit n > 5. Im Induktionsschluss diirfen Sie
die Aussage aus Aufgabenteil |a)| verwenden.

E ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Summenformeln_leicht.tex

Aufgabe 9.77 (Summen- und Produktformeln)
Beweisen Sie die folgenden fiir alle n € N giiltigen Formeln mit Vollstdndiger Induktion!

2) ) 2=l DS e Rl e R )
", n-(n4+1)-2n+1) ntl 1 1

b) ?= — =)=
> ; 0 I (-0) =

& Y (1= (- D o 11 <1_ ! )— n+2

2n v+1 2n n
-1 1 1 1
gy oy w I (1+ ) —2-
v=1 v #:n+1 ’u p:1 n + p n +

E ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Teilbarkeit.tex

Aufgabe 9.78 (Teilbarkeit)
Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass die folgenden Teilbarkeitsaussagen fiir alle natiirlichen
Zahlen n gelten:
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a) 5 teilt (7" —2") b) 7 teilt (2" + 13) c) 6 teilt (7" — 1) d) 6 teilt (n®+ 5n)

Hinweis: Schreiben Sie die Behauptung mittels einer Aussage auf, die eine Gleichung enthélt, indem
Sie die Definition der Teilbarkeit verwenden.

m ArithLogik/VollstInd/Ag_VollstaendigeInduktion_Teilbarkeit_leichtAuswahl.tex

Aufgabe 9.79 (Teilbarkeitsregeln)
Zeigen Sie mit Vollstdndiger Induktion die folgenden Teilbarkeitsregeln!

a) 9" — 1 ist fiir alle n € N durch 8 teilbar. b) 23" — 1 ist fiir alle n € N durch 7 teilbar.

Zur Erinnerung: Eine ganze Zahl a € Z teilt eine ganze Zahl b € Z (bzw. b ist durch a teilbar), falls
es eine ganze Zahl ¢ € Z mit b = ca gibt.

E ArithLogik/VollstInd/Text_VollstInd_FaltungMitMonomDurchFortgesetztesIntegrieren.txt

Aufgabe 9.80 ()

Eine weitere Induktionsaufgabe findet sich in
IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_VollstInd_FaltungMitMonomDurchFortgesetztesIntegrieren
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Aufgabensammlung Mathematik ®
AT MINT-Kolleg am KIT Ao

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 10 ArithLogik /Zahlbereiche

E ArithLogik/Zahlbereiche/Ag_InfUndSup_unterschiedlicheGrundmengen.tex

Aufgabe 10.81 (Infimum und Supremum héngen von der Grundmenge ab)

Fiir alle K € D := {N; Z; R; (0; 00) ; Q} sei Mg := {z € K | 3<a2?<30} CR

Bestimmen Sie fiir alle K € D das Infimum und das Supremum von My und priifen Sie jeweils, ob

My ein Minimum bzw. ein Maximum hat!

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass zwischen je zwei reellen Zahlen stets eine rationale
Zahl liegt, dass die Wurzelfunktion streng monoton wichst, und dass v/30 ¢ Q ist.

m ArithLogik/Zahlbereiche/Ag_Mengen_ParambeschreibungSupInf .tex

Aufgabe 10.82 (Supremum und Infimum)

a) Zeigen Sie fir M := {% eR } t € Rmit t > 1}, dass sup (M) = 2 ist und M kein Maximum
besitzt.

b) Weisen Sie fiir Q) := { tt;—tlz eR ’ t € R mit ¢t > 2} nach, dass inf () = 0 ist und @ kein Minimum
hat.

E ArithLogik/Zahlbereiche/Ag_Verstaendnisfragen_InfSupMinMax.tex

Aufgabe 10.83 (Wahr oder falsch? — Schranken von Mengen)
Beurteilen Sie die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Aussagen!

a) Ist S € R eine obere Schranke einer Menge M, so ist jede kleinere Zahl ebenfalls eine obere
Schranke von M. [] wahr [] falsch

b) Ist S € R eine obere Schranke einer Menge M, so ist jede kleinere Zahl eine untere Schranke
von M. [] wahr [] falsch

c) Ist S € R eine untere Schranke einer Menge M, so ist jede kleinere Zahl eine untere Schranke
von M. [Jwahr [ falsch

d) Hat eine nach unten beschriankte Menge M ein Maximum, so ist es grofer als ihr Infimum.
(] wahr [] falsch

e) Jede beschriankte Menge hat ein Infimum. [Jwahr [ falsch
f) Jede beschriankte Menge hat ein Maximum. [Jwahr [ falsch

g) Keine Teilmenge einer nach oben unbeschrinkten Menge hat ein Maximum.
[] wahr [ falsch
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Aufgabensammlung Mathematik ®
AT MINT-Kolleg am KIT T esniee

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 11 DGL/ErsteOrd

E DGL/ErsteOrd/Ag_DGLO1_Anfangswertaufgaben_HM3.tex

Aufgabe 11.84 (Anfangswertaufgaben)
Losen Sie die nachstehenden Anfangswertaufgaben (iiber R):

a) o/ (1) +3y (1) = 6t, y (0) = 1 ¢) ¢ (x) = 2 und g (0) = 0
b) ¥ (1) = k. y(3) =7 d) f/(y)+€¥ -sin(y) = 3/ (y) und f (0) = —1

E DGL/ErsteOrd/Ag_DGLO1_AufLinearitaetPruefen.tex

Aufgabe 11.85 (Klassifizierung von Differentialgleichungen)
Untersuchen Sie, ob folgende Differentialgleichungen linear sind.

a) /(t) + 3y(t) = > + d) y/(z) = 2y(z) — g) ty () =y(t)—e(y(t)
b) y'(t) = - e) z-y(x) +v/(x) = y(x) h) y'(z) =2 /(@)
c) y'(t) =4 (y(t)” f) L8 =L i) y/(t) =1 +sin(y(t))

E DGL/ErsteOrd/Ag_DGLO1_LinearInhomogen.tex

Aufgabe 11.86 (Differentialgleichungen)
Finden Sie die allgemeine Lésung der folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme!

a) ¢ (r) —cos(r) et =92 g(r)und g (0) =1 c) f'(z) =tan(x)-f (z)+sin(x) und f (%) =1

b) o' (y) = (§+3) v (y) +y? -y d) W (s)=2-h(s)—V1— s+ L

1—s2

m DGL/ErsteOrd/Ag_DGLO1_PotReihenAnsVerallgO1Uml.tex

Aufgabe 11.87 (Potenzreihenansatz und verallgemeinerter Potenzreihenansatz)
In dieser Aufgabe beschiftigen wir uns mit der Differentialgleichung

(=14 (2) +y(z) = 5.

Entwickelt man die rechte Seite mittels der geometrischen Reihe in ihre Potenzreihe % = (=) =
o

o0
S (1—x)"= > (=1)"-(x—1)" um 1, so lasst sich vermuten, dass sich die Differentialgleichung mit
n=0 n=0
einem Potenzreihenansatz bei Entwicklung um 1 16sen lasst.

a) Verwenden Sie den Potenzreihenansatz, um eine Losung der Differentialgleichung zu ermitteln!
Tipp: Falls Sie die sich ergebende Potenzreihe nicht kennen: Wie konnen Sie die Potenzreihe

von % verwenden, um eine geschlossene Darstellung Ihrer Losung zu erhalten?

b) Die Losung aus Aufgabenteil @ enthélt keine , Konstanten“, mit deren Hilfe man Anfangsbedin-
gungen erfiillen konnte (falls sie gegeben wiren). Es handelt sich bei der Losung tatséchlich nur
um eine partikuldre Losung.

Vielleicht hilft Thnen bei der Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ein verallgemeinerter
Potenzreihenansatz, sprich die Suche nach einer Koeffizientenfolge (by),,cx, und einem A € R, so

e}
dass Z by - (x — 5)"+’\ mit einem gewéhlten £ € R die Differentialgleichung I6st. . .
n=0
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E DGL/ErsteOrd/Ag_DGL0O1_SeparabelOptionalMitArcustangensStattTangens.tex

Aufgabe 11.88 (Differentialgleichungen)
Finden Sie die allgemeine Loésung der folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme!

a) v (m)—@ (22241) =0  b) ¢/ (t) =2t- (cos(y (t)))2 c) f(2)= ﬂ%)il’ f(1)=0

m DGL/ErsteOrd/Ag_DGLO1_separabel_ HM3.tex

Aufgabe 11.89 (Differentialgleichungen mit nichtkonstanten Koeffizienten)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Anfangswertprobleme auf geeigneten Intervallen:

a) ¥ (z) =z -y(x) -z y0) =3 d) ¢ (z) = 2-/y (x) mit y (z) > 0, y(0) = 1

b) z-y (z) +y (x) =y (z), y(1) =1 e) ¥ (t) = 25 mit y (3) = ~10
¢) ik =\/1-(y(x))*, y(0) =0 f) o' (1) =4 (y(t))* mit y (0) =3

m DGL/ErsteOrd/Ag_DGL_mit_FT.tex

Aufgabe 11.90 (DGL mit Fouriertransformation 16sen)
Gegeben ist die Differentialgleichung (DGL)

Y(t) +4y(t) = e Mo (1)
Dabei ist o(t) =0 fiir t < 0 und o(¢) = 1 fiir t > 0 (Einheitssprungfunktion bzw. Heavisidefunktion).
a) Geben Sie die homogene Losung yy(t) der DGL an.

b) Im Folgenden soll eine partikulére Losung y,(t) der DGL mit Hilfe einer Fouriertransformation
berechnet werden. Wenden Sie dazu die Fouriertransformation auf beide Seiten der DGL an, um
eine transformierte Gleichung (Gleichung im FFourierraum"bzw. FFrequenzraum") zu erhalten.

Verwenden Sie die Notation F(y,(t)) = Y,(w) sowie die Korrespondenzen F(e o (t)) = 5 Jrliw

(b>0) und F (% g) =iwF(g), g: beliebige fouriertransformierbare Funktion.

c) Losen Sie die Gleichung nach Y, auf, um das Ergebnis im Fourierraum (bzw. Frequenzbereich)
zu erhalten.

d) Wenden Sie zur Vorbereitung der Riicktransformation in den Zeitbereich folgenden Trick an:
Schreiben Sie Y, (w) in der Form Y,(w) = C - %G(w) mit einer geeigneten Konstanten C' € C
und einer geeigneten Funktion G(w). Im Idealfall ist dabei die zu G(w) zugehérige Zeitbereichs-
funktion g(t), g = F}(G) bekannt.

e) Verwenden Sie jetzt zur Riicktransformation in den Zeitbereich die Korrespondenzen F~* (%G) =
—it FH(G)) und F 1 (55) = e o (t) (b > 0).

f) Prifen Sie das Ergebnis durch Einsetzen in die DGL.

g) Berechnen Sie zum Vergleich y,(¢) noch einmal mit einem Ansatz vom Typ der rechten Seite
oder mit Variation der Konstanten.

m DGL/ErsteOrd/Ag_ExakteDGLs . tex

Aufgabe 11.91 (Exakte Differentialgleichungen)

Finden Sie jeweils eine Funktion F(z,y), so dass die allgemeine Losung der Differentialgleichung in der
Form F(x,y) = ¢ mit einer unbestimmten Konstanten ¢ € R geschrieben werden kann. Verwenden Sie
dazu dass die Differentialgleichung exakt ist oder sich auf eine exakte Differentialgleichung zuriickfithren
lasst.
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a) <—6xe_‘”2y2 + y) dx + (Ge_mzy + a?) dy
b) (sin(y) — 2y?sin(2z)) dz + (z cos(y) + 2y cos(2z)) dy

dy _ 3z2—2xy?
C) 2ydx - 14z2

m DGL/ErsteOrd/Ag_ExakteDGLs_AWP. tex

Aufgabe 11.92 (Anfangswertprobleme und exakte Differentialgleichungen)
Losen Sie jeweils das gegebene Anfangswertproblem, indem Sie verwenden, dass die Differentialglei-
chung exakt ist oder sich auf eine exakte Differentialgleichung zuriickfiithren ldsst.

a) (4z°y — 6z)dz + (1 +2*)dy = 0, y(0) = 2 b) ¢ =1 y0)=1

e.IL‘

m DGL/ErsteOrd/Ag_FT_Gauss.tex

Aufgabe 11.93 (Fouriertransformation einer Gaufsglocke)
Im Folgenden soll mit Hilfe von Differentialgleichungen gezeigt werden, dass die Fouriertransformierte
der Gaufsschen Glockenkurve

(1) = e 2%
mit der Breite é, Q0 > 0 ebenfalls eine Gaufsglocke ist, ndmlich

2

F(w) = Ce 702¢

mit der Breite 2 und einer Konstanten C. ( Dies ist ein Beispiel fiir die allgemeine Beziehung: ,schmales
/kurzes Signal im Zeitbereich “— ,breites Signal (also viele Frequenzen) im Frequenzbereich® (und
umgekehrt).)

a) Zeigen Sie, dass % = —0%t f gilt.

b) Wenden Sie die Fouriertransformation auf beide Seiten der DGL aus a) an, um eine transformierte
Gleichung (Gleichung im FFourierraum"bzw. FFrequenzraum") zu erhalten. Verwenden Sie die
Korrespondenzen f(%f) = iwF(f) und f‘l(%F) = —itFL(F)).

c) Geben Sie die allgemeine Losung der DGL aus b) an und bestimmen Sie damit F'(w) bis auf eine
Integrationskonstante C'. (Ein Vergleich mit der DGL aus a) kann dabei helfen, aber es geht auch
anders.)

§ | | DGL/ErsteOrd/Ag_IntegrierenderFaktor.tex

Aufgabe 11.94 (Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Integrierender Faktor)

a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung (4 + 3y)dx + xdy = 0 nicht exakt ist. Erinnern Sie sich
dazu an die Bedingung aus HM II fiir die Existenz von Potentialen.

b) Versuchen Sie eine Funktion f(z) zu finden, so dass die modifizierte Differentialgleichung f(z)(4x+
3y)dx + f(z)xzdy = 0 exakt ist. (So eine Funktion f wird integrierender Faktor genannt. Ein al-
ternativer Ansatz der Form f(y) ist auch zuweilen erfolgreich.)

c) Finden Sie eine Funktion F(z,y), so dass die allgemeine Losung der modifizierten Differential-
gleichung in der Form F'(z,y) = ¢ mit einer unbestimmten Konstanten ¢ € R geschrieben werden
kann.

d) Priifen Sie ob damit auch die anfénglich gegebene Differentialgleichung gelost wird.
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m DGL/ErsteOrd/Ag_Picard.tex

Aufgabe 11.95 (Picard-Iteration)

Begriinden Sie jeweils zunéchst, warum das gegebene Anfangswertproblem eindeutig losbar ist. Be-
rechnen Sie anschliefsend einige Picard-iterationen, um zu einer Vermutung fiir die Lésung zu kommen.
Beginnen Sie die erste Picard-Iteration jeweils mit einer konstanten Funktion als erste Approximation
yo(x). Bestétigen Sie dann Ihre Vermutung durch Einsetzen in die Differentialgleichung.

a) y =xy+2z—23 y(0)=0
b) y'(z) = 2z(y +1), y(0) =0

Bemerkung: Diese beiden linearen inhomogenen Differenzialgleichungen lassen sich alternativ auch mit
Variation der Konstanten losen.
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Aufgabenblatt 12 DGL/ErsteOrdSubst

E DGL/ErsteOrdSubst/Ag_DGLO1_RiccatiMitVorgegebenerLoesung. tex

Aufgabe 12.96 (Riccati’sche Differentialgleichung)
Gesucht werden alle Losungen der Differentialgleichung

(22 +1) -y (z) + 8z + 4w -y (z) = (y(:c))2+4'y(a:)+63:2+7.

a) Priifen Sie, fiir welche m € R und b € R die Funktion g, : R = R mit  — yp, 5 (z) := ma + b
eine Losung der Differentialgleichung darstellt!

b) Verwenden Sie die in Aufgabenteil ja)| berechneten Parameter, um die Differentialgleichung fiir y
mit Hilfe der Substitution g := y — ¥, in eine Bernoulli’sche Differentialgleichung der Form
u(z) g (z)=v(z) g(x)+w(z) (¢(x))" fiir g mit einem o € R zu transformieren!

c) Mittels der Substitution f := ¢!~ lisst sich die in Aufgabenteil @ gefundene Differentialglei-
chung fiir g in eine lineare inhomogene Differentialgleichung fiir f verwandeln.

d) Geben Sie alle Losungen der Differentialgleichungen fiir f, g und y an!
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Aufgabenblatt 13 DGL /MitLaplaceTrans

m DGL/MitLaplaceTrans/Ag_DGLOnInhom_LaplaceTransMitDiffImBildraumIdDurchExp.tex

Aufgabe 13.97 (DGL mit Laplace-Transformation und Differentiation im Bildraum 16sen)
Priifen Sie, ob das folgende Anfangswertproblem eine Losung vom exponentiellen Typ hat!

t-f"O+3-f)+G-t)-f{t)=3-e" mit f(0)=0

Hinweis: Jede Laplace-Transformierte einer Funktion vom exponentiellen Typ geht mit steigendem
Argument gegen 0.

E DGL/MitLaplaceTrans/Ag_DGLOnInhom_MitLaplaceTrans03Abschnittsweise.tex

Aufgabe 13.98 (Anfangswertproblem mit verschiedenen Inhomogenitéten: Laplace-Transformation)
Seien o € R und g € R mit 0 < a < . Priifen Sie fiir das folgende Anfangswertproblem und jede der
angegebenen rechten Seiten, ob es sich mit Hilfe von Laplace-Transformation 16sen ldsst:

y" (x) +3y" (z) + Ty (x) + by (z) = u (z) mit y(0)=1, ¥ (0)=3 und 3" (0)=5

0, firo<z<a
a) u(x)=0 b) u(x) =20 c) u(x)=qp, fira<az<p
q, firz>p

E DGL/MitLaplaceTrans/Ag_DGLOnInhom_MitLaplaceTransOderAvTdrSEinstieg02.tex

Aufgabe 13.99 (Anfangswertprobleme 16sen)
Losen Sie die folgenden Anfangswert-Probleme!

"

a) v’ (z) 4+ u(z) = cos (2x) mit v (0) =1 und «’ (0) =0
b) ¢" (t) +2¢' (t) + g (t) = 12e* +2 mit g (0) =5 und ¢’ (0) =7
c) v (t) — 50 (t) + 4v (t) = 16t mit v (0) =2 und v’ (0) = 4

d) f"(x)+10f" () +9f (x) = 60 - cos (3xz) mit f(0) =1 und f'(0) =

Hinweis: Die Anfangswertprobleme lassen sich unter anderem mit Hilfe von Laplace-Transformation
oder mit einem Ansatz vom Typ der rechten Seite 16sen. Fiir beide Methoden handelt es sich
eher um Einstiegsaufgaben — dies gilt fiir den Ansatz vom Typ der rechten Seite noch mehr
als fiir die Laplace-Transformation. Vielleicht wollen Sie beide Methoden versuchen?

E DGL/MitLaplaceTrans/Ag_LaplaceTrans_FaltungsGlgnAlsFormel.tex

Aufgabe 13.100 (Integralgleichungen)
Finden Sie die Losungen vom exponentiellen Typ der folgenden Integralgleichungen und Integro-
Differentialgleichungen!

t 3
W) 10~ [ (=) £(r)dr=2-cos ) b) [Ta@)al—o)de—200) = ~2

c) u(a;)—u’(x)—/Oxu’(x—t)-u”(t)dt—omit w(0) =0 und v’ (0) =4

d) z-v(2) —2/0Zsinh(2p) v (z —p)dp = sinh (2z)
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Hinweis: Fiir die Laplace-Transformierte einer Funktion f vom exponentiellen Typ gilt lim £f (s) = 0.
S§—00

§ || DGL/MitLaplaceTrans/Ag_LaplaceTrans_FaltungsGlgnAlsText.tex

Aufgabe 13.101 (,Einfach“ zu berechnende Faltungen)
Verwenden Sie Laplace-Transformation, um die folgenden Fragen zu beantworten!

a) Fir welche Funktion f :[0;00) — C stimmt die Faltung f « sin iiberein mit f + sin?
b) Welche Funktion muss man zu ihrer Faltung mit dem Sinus addieren, um 1 zu erhalten?

c) Die Funktionen welcher Funktionenklasse kann man, um ihre Faltung mit sich selbst zu berech-
nen, einfach mit der Identitat id multiplizieren? (id: C — Cmit t —~id (¢) :=¢t)

d) Die Funktionen welcher Funktionenklasse kann man, um das Doppelte ihrer Faltung mit dem
Kosinus zu berechnen, einfach mit id multiplizieren? (id : C — C mit t > id (¢) :=t)
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Aufgabenblatt 14 DGL/NteOrdﬂom

m DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_EulerDglRupAwpAlleKombis . tex

Aufgabe 14.102 (Euler’sche Differentialgleichungen)

Losen Sie die folgenden linearen Differentialgleichungen zunéichst allgemein!

Geben Sie aukerdem alle reellen Lésungen an!

Sind zusétzlich Bedingungen angegeben, so suchen Sie die Losung der Differentialgleichung, die sémt-
liche Bedingungen erfiillt!

a) ¥ (x) + 33y (2) = -y (o) mit y(=1)=-1Ly(1)=1undy(2) = -7
b) 43w (t) + 4% - (t) + 45u (t) = 31t - ' (1) mit uw(l)=2,4 (1) =0und v’ (1) = -9

c) 822 - v™ (2) + 580" (z) — % v (z) = =2 -0/ (z) — 44z - 0" ()

—_

d) t3-w" (t) + 4w (t) = 2t - W' (t) mit w(l)=1,w (1) = -1 und w” (1) =11

e) z*- fW (z) +4a® - [ (x) —a® - f" (2) + 3z f' (2) + 5[ (z) =

E DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_LinHomKonstKoeff HM3.tex

Aufgabe 14.103 (Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten)
Geben Sie jeweils die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung an.

a) 2y" (z) — 12y (z) + 10y () = 0 e) ;¥ (2)+35-y(2)—2y(z) =0
b) 4y" (x) — 12y (z) + 9y (x) =0
f) 5¢y" (s) —2¢' (s s) =0
&) 4 (6) 425 () + 5 (6) = 0 ) 5y" (s) =2y (s) +y (s)
d) v (t)—5- v () +2-y(t)=0 g) y"(z) — 6y"(x) + 12y (x) — 8y(x) = 0.

E DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_LinKonstKoeffDglAwpRwpAlleKombis.tex

Aufgabe 14.104 (lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten)

Losen Sie die folgenden linearen Differentialgleichungen zunéchst allgemein!

Geben Sie auferdem alle reellen Losungen an!

Sind zusétzlich Bedingungen angegeben, so suchen Sie die Losung der Differentialgleichung, die sédmt-
liche Bedingungen erfiillt!

a) 2y" (z) + 48y (z) = 6y" () + 20y’ (x) mit y (0) = 42, 9/ (0) = 42 und y" (0) =0
b) 20£W (t) + 11" (t) + 9f' (t) = 4f (t) + 36" (t)

c) 12g(z) +16g' (x) + 79" (z) +¢" (z) =0 mit g(-1)=%,9(0)=1und g’ (1) = 2¢?
d) 2w (t) + 6w” (t) + 8w’ (t) + 4w (t) =0 mit w(—m)=e", w(0)=1und w(5) =0

e) h® (z) + n" (x) 4+ 52h (z) = 361 (z)

m DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_RedDerOrdBeideFundLsgnRaten. tex

Aufgabe 14.105 (Reduktion der Ordnung mit bekanntem Ziel iiben)
An der Differentialgleichung (1 — z) - y” (z) + = - v/ () = y (x) soll das Verfahren der Reduktion der
Ordnung geiibt werden.
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a) In dieser Differentialgleichung sind zwei Fundamentallosungen ratbar — ein eher seltenes Phé-
nomen. Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung an!

b) Eine Fundamentallosung enthélt neben einem Exponentialterm keine weiteren Terme. Reduzieren
Sie die Ordnung der Differentialgleichung mit Hilfe dieser Losung und priifen Sie, ob sich auf
diesem Weg dieselbe allgemeine Losung der Differentialgleichung ergibt!

Tipp: Gibt es ein (¢,¥)" € C? mit =22 = ¢ + -2 fiir alle x € C \ {1}?
c) Eine Fundamentallosung enthélt neben einem polynomialen Term keine weiteren Terme. Redu-

zieren Sie die Ordnung der Differentialgleichung mit Hilfe dieser Losung und priifen Sie, ob sich
auf diesem Weg dieselbe allgemeine Losung der Differentialgleichung ergibt!

Tipps: Gibt es ein (p,1), x)" € C* mit % = + + 25 fiir alle z € C\ {0;1}7

. P N 1
E51st/e 3 dx:/(e -(:c—l))-ﬁdx.

m DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_RedDerOrdDreiPartBrueche.tex

Aufgabe 14.106 (Reduktion der Ordnung mit Partialbruchzerlegung)
Finden Sie eine Losung der folgenden Differentialgleichung und bestimmen Sie eine zweite mit Hilfe
des Verfahrens der Reduktion der Ordnung:

(L= 12) - " (6) + 2t /(1) = 2f (1)

Tipp: Gibt es ein (o, 3,7)" € C3 mit W =924 tﬁl + ¢2; fiir alle t € C\ {~1;0;1}7

1)

m DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_RedDerOrdEinstieg.tex

Aufgabe 14.107 (Reduktion der Ordnung)
Sei a € R\ {0}. Verwenden Sie das Verfahren der Reduktion der Ordnung, um die allgemeine Losung
der folgenden Differentialgleichung zu erhalten:

-y (z)+(a-2+2) -y (x)+a-y(x)=0.

Tipp: Priifen Sie zunéchst, ob eine allgemeine Potenz- oder eine allgemeine Exponentialfunktion die
Differentialgleichung 16st (sprich fi (z) = 2* oder g (z) = ")

§ | | DGL/NteOrdHom/Ag_DGLOnHom_RedDerOrdKomplizierteZweiteFundLsg.tex

Aufgabe 14.108 (Reduktion der Ordnung)
Wir wollen die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung finden:

(2% —22%) -y (x) +32° -y (x) + 12y (2) =0
a) Priifen Sie, ob es ein k € C und ein I C C gibt, so dass die Funktion my: I — C mit = —
my (z) := 2% die Differentialgleichung 15st!

b) Reduzieren Sie die Ordnung der gegebenen Differentialgleichung! Sie erhalten eine Differential-
gleichung erster Ordnung, deren Losung in Aufgabenteil @ erarbeitet werden soll.

c) Gibt es a € C und b € C mit o 2) =2 4 25 fiir alle 2 € C\ {0;2}7
d) Finden Sie eine Losung der Differentialgleichung erster Ordnung aus Aufgabenteil @!

e) Finden Siepe C,qe C,r€C, s € Cund t € C mit fur

allex € C\ {2} !

t
Gy =Pttt oy
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f) Geben Sie die allgemeine Losung der Ursprungsdifferentialgleichung an!

m DGL/NteOrdHom/Ag_LsgNachweisen_HermitePolynome.tex

Aufgabe 14.109 (Hermite-Polynome als DGL-Lésung)
Die Hermite-Polynome H,, : R — R mit n € NU{0} sind unter anderem in der Physik von Bedeutung.
Sie sind Losungen der Differentialgleichung

H) (z) — 2z H, (z) + 2nHy(x) = 0.

Weisen Sie dies fiir n < 3 mit Ho(x) = 1, Hi(z) = 2z, Ha(z) = 42® — 2 und Hj(z) = 82° — 127 jeweils
durch Ableiten und Einsetzen nach.

m DGL/NteOrdHom/Ag_Picard_vektoriell.tex

Aufgabe 14.110 (Picard-Iteration vektoriell)
Gebenen Sei das wohlbekannte Anfangswertproblem x”(t) = —z(t), (0) = 1, 2/(0) = 0.

a) Fiihren Sie die Variable v(t) = 2/(¢) ein und schreiben Sie die Differentialgleichung 2. Ordnung
in ein System in Ordnung um.

b) Zeigen Sie, dass die exakte Losung z(t) = cos(t) tatsichlich ein Fixpunkt der Picard-Iteration
ist.

c) Fiihren Sie die ersten vier Picard-Iterationen mit der Startapproximation xo(t) = 1, vg(t) = 0
durch und vergleichen Sie die erhaltene Picard-Naherung mit der Taylor-Entwicklung der exakten
Losung.
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Aufgabenblatt 15 DGL/NteOrdInhom

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_AvTdrSAufOderUeberKlausurniveau.tex

Aufgabe 15.111 (Ansétze vom Typ der rechten Seite auf oder iiber Klausurniveau)
Geben Sie die allgemeinen Lésungen der folgenden Differentialgleichungen an!

a) y" () + 9y () = 4y" () + 36y () + 20 - (52 + 6) - sin (2z)
b) f"(t) +5f (t) +50f (t) = 8f" (t) + 12 (14t + 4t — 7) - ™

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_AvTdrSAwpsRwpAlleKombis.tex

Aufgabe 15.112 (Ansatz vom Typ der rechten Seite)

Geben Sie zu den folgenden Differentialgleichungen zunéchst die allgemeine Losung der zugehérigen
homogenen Gleichung an!

Bestimmen Sie danach eine partikuldre Losung mit Hilfe eines Ansatzes vom Typ der rechten Seite!
Sind Anfangs- bzw. Randbedingungen angegeben, so bestimmen Sie die Losung der inhomogenen
Differentialgleichung, die diese Anfangs- bzw. Randbedingungen erfiillt!

a) v (z) — 2y (z) — 8y (v) = (36z + 12) - ¥ mit y(0) =0 und ¢/ (0) =2

b) u” (s) — 5u” (s) + 3u’ (s) + u(s) = (165 — 8) -e* + 32  mit  u(0) =2, v’ (0) =6 und
u” (0) = 10

c) f"(2)+4f (2) =25z -sin(32) mit f(0)=0und f (%) = %

d) v (t) = 30" (t) + V' (t) — 3v (t) = (40t — 4) - sin (¢)

e) g (w)+2¢" (w) + 8¢ (w) + 5g (w) = (20w + 16) - sin (w) + 96w - e~

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_AvTdrSMitLaplaceTransOderAvTdrSEinstieg02.txt

Aufgabe 15.113 ()

Die Aufgabe
\MAgSPfadM/DGL/MitLaplaceTrans/Ag_DGLOnInhom_MitLaplaceTransOderAvTdrSEinstieg02
eignet sich auch als Einstiegsaufgabe in den Ansatz vom Typ der rechten Seite.

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_AvTdrSO02GeradenRechts.tex

Aufgabe 15.114 (Inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
Geben Sie jeweils die allgemeine Losung der Differentialgleichung an!

a) 3y" () — 8y (x) + by (z) = 35 b) f7(t)+ f'(t) —12f (t) = —144¢t

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_EulerInhomogenVieleVerfahren.tex

Aufgabe 15.115 (Suchen einer partikuldren Losung)
Finden Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung

22 f"(x)+5z-f () +3 f(z) = (x2—3) -sin (x) — bz - cos () !

Hinweise: Sie konnen die partikuldre Losung raten, mit Laplace-Transformation berechnen, iiber Va-
riation der Konstanten bestimmen oder iiber einen Potenzreihenansatz ermitteln.
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Falls Sie Laplace-Transformation verwenden, bedenken Sie, dass die Laplace-Transformierte
einer Funktion vom exponentiellen Typ mit wachsendem Argument gegen 0 konvergiert.

E DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_PotReihenAnsAblDesArctan.tex

Aufgabe 15.116 (Potenzreihenansatz)

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe mit dem Potenzreihenansatz!
Berechnen Sie die ersten sieben Koeffizienten der Potenzreihe!

Geben Sie auferdem eine Stammfunktion der Losungsfunktion an!

(1+2%) - (v (z) —2) + 42y (z) + (2" + 222 +3) -y (z) =0, y(0)=2, ¥ (0)=0.

Handelt es sich um eine homogene Differentialgleichung?

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_PotReihenAnsKonstKoeffWieInAvTdrSO2GeradenRechts . tex

Aufgabe 15.117 (Inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
Verwenden Sie einen Potenzreihenansatz, um die Losungen der Anfangswertaufgaben zu erhalten:

a) 3y’ (z) — 8y (z) + 5y (z) = 35 b) f"(t)+ f'(t) — 12f (t) = —144t
mit y (0) =9 und ¢/ (0) = 2 mit f(0) = —6 und f'(0) = —9
Tipp: Es ergeben sich im Laufe der Rechnung doppelt rekursiv dargestellte Folgen. Falls Sie keine ziin-

dende Idee haben, wie die Folgen in geschlossener Darstellung aussehen, kénnen Sie versuchen,
als Zwischenschritt eine einfach rekursive Produktdarstellung zu finden.

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_PotReihenAnsZumUeben . tex

Aufgabe 15.118 (Potenzreihenansétze)
Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mittels eines Potenzreihenansatzes!

a) (262 +3t)-g"(t) — 24 (t) —4g (t) =8t — 4 mit g (0) =1
b) zf" () — f (x) +4af (z) = 122* — 82 + 92 mit " (0) = —4

c) (#4272 v (2) -2 (2) +u(z) =2 mit o/ (0) =A € C

E DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_TypDerRechtenSeiteMehr_kurz.tex

Aufgabe 15.119 (Ansatz vom Typ der rechten Seite)

Geben Sie zu den folgenden Differentialgleichungen zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen
homogenen Gleichung an!

Bestimmen Sie danach eine partikuldre Losung mit Hilfe eines Ansatzes vom Typ der rechten Seite!
Sind Anfangs- bzw. Randbedingungen angegeben, so bestimmen Sie die Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung, die diese Anfangs- bzw. Randbedingungen erfiillt!

a) y" (z) — 2y (z) — 8y () = (362 +12) - ', y(0) =0 und ' (0)
b) f"(z)+4f (z) = 25z - sin (3z2), f(0)=0und f (%)
c) v (t) — 30" (t) +v' (t) — 3v (t) = (40t — 4) - sin ()

2

9
2

m DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_VAKAvTdrSLCKreisMitU.tex

Aufgabe 15.120 (Spannungsabfall im LC-Kreis)
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Eine Spule und ein Kondensator werden in Reihe an eine (als widerstandsfrei L
angepommene) Batterie angeschlossen. Aus den Einzelspannungen an Spule
(L - I) und Kondensator (%) ergibt sich die Differentialgleichung UL —C

Uty=L-1(t)+%-1(t). w%

a) Zu Beginn der Messung ist die Batterie voll im Saft und liefert eine konstante Spannung. Geben
Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung an!

b) Nach einiger Zeit wird ein Widerstand parallel zum bisherigen Kreis an die Batterie angeschlossen.
Dadurch nimmt die Leistungsfihigkeit der Batterie ab und die Spannung féllt jetzt exponentiell
_t
mit der Zeit (prézise: U (t) = Up-e To, wobei Ty € R mit 7y > 0 von R abhéngt).
Berechnen Sie die Losung der jetzt inhomogenen Differentialgleichung mittels Variation der Kon-
stanten!

c) Uberpriifen Sie Ihre Losung aus Aufgabenteil @ mit Hilfe eines Ansatzes vom Typ der rechten
Seite!

(Bemerkung: Der Ansatz vom Typ der rechten Seite funktioniert hier neben der Variation der
Konstanten auch, weil die Differentialgleichung konstante Koeffizienten hat.)

E DGL/NteOrdInhom/Ag_DGLOnInhom_VdKEulerRedDerOrdEuler.tex

Aufgabe 15.121 (Variation der Konstanten)
Geben Sie zu den folgenden Differentialgleichungen die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen
Gleichung an! Bestimmen Sie danach eine partikuldre Losung mittels Variation der Konstanten!

a) 229" (x) + 2z -y (x) — 6y (v) = 522 + 30

b) (2% —x)- f"(z)+ (=222 + 1) - f'(z) + (42— 2) - f (z) = (2? —x)2 -e”
Tipp: €*® ist eine Fundamentallosung der homogenen Gleichung. Bestimmen Sie eine von e
linear unabhéngige Losung der homogenen Gleichung durch Reduktion der Ordnung!

2z

c) 229" (x) —2%-¢" (2) +22-¢ () — 29 (2) = 25 + 22
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Aufgabenblatt 16 DGL/PartDGL

m DGL/PartDGL/Ag_LineareTransportgleichung.tex

Aufgabe 16.122 (Lineare Transportgleichung)
Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung. Es gelte ¢, z,y,u € R.

ou ou .9
e + 48—x = cos(t), u(z,0) = sin*(x)

m DGL/PartDGL/Ag_LineareTransportgleichungen.tex

Aufgabe 16.123 (Lineare Transportgleichungen)
Bestimmen Sie jeweils die Losung der Differentialgleichung. Es gelte ¢, z,y,s € R.

a) G =55 = u(@,0) = '
b) ¢ 4+4%% =0, u(s,2s) = 1+ s
c) Ju - Bu0u =0, u(z,y,0) = 2* - sin(y?)

0 0 —
d) S + 75 = we t u(x,()):ﬁ

E DGL/PartDGL/Ag_Separationsansatz_AWP.tex

Aufgabe 16.124 (Separationsansatz)
Losen Sie das Anfangswertproblem mit einem Separationsansatz der Form u(z,t) = v(x) - w(t).

ou(x,t)
ot

Ou(x,t)

oo = cos(t) u(x,1), u(z,0) = e2aretan(@) (7 1) ¢ R
X

+ (14 2?)

m DGL/PartDGL/Ag_Separationsansatz_Einstieg.tex

Aufgabe 16.125 (Separationsansatz)
Losen Sie das Anfangswertproblem mit einem Separationsansatz der Form u(z,t) = v(x) - w(t).

ou(z,t)
ot

ou(z,t)
Ox

+(1+x) = sin(t) u(z,t), u(z,0) = (14 2)4, (z,t) € R

m DGL/PartDGL/Ag_Separationsansatz_Transportgl.tex

Aufgabe 16.126 (Zusatzaufgabe: Separationsansatz bei Transportgleichungen)
Welche Losung ergibt sich mit einem Separationsansatz der Form u(x,t) = v(z) - w(t) bzw u(z,y,t) =
v(x) - w(y) - r(t) ? Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem was Sie iiber solche Transportgleichungen
wissen bzw. mit den entsprechenden Ergebnissen aus Aufgabe 5.2.

a) % + 4‘3—; =0

1o} 0 Ju __
b) 5 —a: 25, =0
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m DGL/PartDGL/Ag_Separationsansatz_Wellengl.tex

Aufgabe 16.127 (Separationsansatz bei der Wellengleichung)
Wir betrachten die Wellengleichung

*u(z,t) 2 O*u(x,t)

9 EICREE O<z<lL

fiir eindimensionale Schallausbreitung in einer luftgefiillten Réhre der Lénge L, wobei ¢ die Schallge-
schwindigkeit in Luft ist. Es soll z,t, L, ¢, u(z,t) € R gelten.

a) Berechnen Sie die Losungen der Wellengleichung, die mit dem Separationsansatz u(x,t) = v(z) -
w(t) zu finden sind und die Randbedingungen u(0,t) = 0, %(L,t) = 0 erfiillen. (Bem.: Das
entspricht dem Fall, dass die Rohre bei 2 = 0 geschlossen und bei = L offen ist.)

b) Jetzt seien zusitzlich die Anfangsbedingungen u(z,0) = 2sin(Frz), %(:c, 0) = —25%¢ - sin(27x)

gegeben. Losen Sie dieses Anfangswertproblem mit Hilfe des Ergebnisses aus a) und der Linearitat
der Wellengleichung.
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Aufgabenblatt 17 DGL/SysHomDiag

m DGL/SysHomDiag/Ag_DGLSysHomDiag_AngebotKaufverhalten.tex

Aufgabe 17.128 (Gegenseitige Beeinflussung von Angebot und Kaufverhalten)

Angebot eines Artikels und das Kaufverhalten der Kunden bei diesem Artikel beeinflussen sich gegen-
seitig: Hat ein Héndler eine hohe Stiickzahl des Artikels beim Hersteller gekauft, so sind bei diesem
nicht mehr viele Teile vorratig und er kann kurze Zeit spéter nicht mehr viele Artikel nachbestellen.
Andererseits ist der Artikel dann beim Héndler weniger schnell ausverkauft, wodurch mehr K&ufer auf
den Artikel aufmerksam werden, was das Kaufverhalten ankurbelt.

Bei einem hohen Kaufverhalten wird ein Héndler dazu angehalten, mehr von dem Artikel nachzube-
stellen, wodurch das Angebot wichst. Andererseits entsteht bei den Kunden ein Sattigungseffekt, der
das Kaufverhalten einddmmt.

Das Spiel zwischen Angebot A und Kaufverhalten K lasse sich fiir ein spezielles Produkt durch das
folgende lineare Differentialgleichungssystem beschreiben:

184" (t) = K (t) — 9A (t) und 2K’ (t) =K (t) + A(t).
a) Geben Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems an!

b) Weisen Sie die lineare Unabhéngigkeit der einzelnen Fundamentallosungen nach!

Tipp: Schreiben Sie die Fundamentalldsungen in eine Matrix und berechenen Sie deren Determi-
nante. Diese sogenannte ,, Wronski-Determinante* darf keine Nullstelle enthalten, um die
lineare Unabhéingigkeit der Losungen nachzuweisen.

c) Wie entwickeln sich die beiden Funktionen, wenn am Anfang ein grofes Angebot (A (0) = 100),
aber kein Interesse der Kéufer (K (0) = 0) vorhanden ist?

d) Was stellen sie beim Vergleich von / A (t) dt mit / K (t)dt fest?
0 0

m DGL/SysHomDiag/Ag_DGLSysHomDiag_keineTextaufgabe.tex

Aufgabe 17.129 (Lineare homogene Differentialgleichungssysteme erster Ordnung)
Geben Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichungssysteme an!

a) f/(t) =2f(t) —4g () +h(t), g (t)==2f(t)+3g(t) +2h(t), h'(t)=—f(t)—29(t)+4h(t)
b) v (z) = 5w (x) — 2u (z) — v (z), v (z) =20 (z) —w(z) —u(x), w' (z) = u(x) — 3v(z)

c) p'(2) = =3p(2) +4(2) =3r(2), q (2) =3p(z) +4r (2), ' (z) =6p(z) —q(z) +6r (z)

m DGL/SysHomDiag/
Ag_DGLSysHomJordan_DGLSysZweiterOrdAlsSysErsterOrdSchreibenHVLsgAngegeben. txt

Aufgabe 17.130 ()

Die Aufgabe
DGLSysJordan/Ag_DGLSysHomJordan_DGLSysZweiterOrdAlsSysErsterOrdSchreibenHVLsgAngegeben.tex
ist auch ohne die Bestimmung von Hauptvektoren losbar.
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Aufgabenblatt 18 DGL / ZTests

(&)

DGL/ZTests/Ag_DGL_EineGlgVieleVerfahren.tex

Aufgabe 18.131 (Eine Gleichung, viele Verfahren)
Gegeben ist die Differentialgleichung

f)

g)

h)

u” (z) — 16u (z) =0

Klassifizieren Sie die Differentialgleichung, indem Sie in der folgenden Liste zutreffende Adjektive
unterstreichen und unzutreffende durchstreichen:

linear — nicht-linear — erster Ordnung — hoherer Ordnung — konstante Koeffizienten —
variable Koeffizienten — homogen — inhomogen — einzelne Gleichung — Gleichungssystem

Bestimmen Sie die allgemeine Losung durch einen geeigneten Ansatz.
Bestimmen Sie die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems mit « (0) = —2 und u’ (0) = 8.

Bestimmen Sie den Grenzwert lim w (z) fiir die Losung des Anfangswertproblems.
T—00

Vergessen Sie jetzt alles, was Sie in den vorhergehenden Aufgabenteilen {iber u erfahren haben!

Schreiben Sie die Differentialgleichung als lineares homogenes Differentialgleichungssystem erster
Ordnung ¢ = My fir y1 (x) = u(z) und y2 () = o' (x) und bestimmen Sie die allgemeine
Losung dieses Systems.

Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertproblems
u” (x) — 16u (z) = =36z - e~ mit w(0)=1 und ' (0)=-3

durch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Bestimmen Sie aufserdem den Grenzwert lim u ().
T—r00

Bemerkung: Sie diirfen die Ergebnisse der vorherigen Aufgabenteile jetzt wieder verwenden.
Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertproblems

u” (x) — 16u (z) = =36z - e~ mit w(0)=1 und ' (0)=-3
durch Laplacetransformation.

Zusatzaufgabe: Bestimmen Sie eine zu M &hnliche Diagonalmatrix D — sowie die zugehorige
Basistransformationsmatrix 7' und deren Inverse.
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Aufgabenblatt 19 DiffEinDim /DiffQuot

m ‘ DiffEinDim/DiffQuot/Ag_Ableitung DefinitionStetigDiffbar.tex

Aufgabe 19.132 (Stetigkeit und Differenzierbarkeit)

Bestimmen Sie die Konstante a € R jeweils so, dass die angegebene Funktion bei x = 0 stetig ist.
Untersuchen Sie anschliefend fiir welche x € R die Funktion differenzierbar ist und fiir welche z € R
die Funktion stetig differenzierbar ist.

z2 - cos (& ur x 1 n - S
a)f<x>={ (z), firaz0 b)g(:c):{lz In (14 Jaf), e 2 £ 0

a, flirz=0 a, firx =0

m DiffEinDim/DiffQuot/Ag_Ableitung_Differenzenquotient2.tex

Aufgabe 19.133 (Differenzenquotienten und Ableitung)
Untersuchen Sie mittels der Definition der Ableitung, ob die Funktion f; an der Stelle x;, differenzierbar
ist, und berechnen Sie in diesem Fall die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten:

a) file) = 2 ina =5 b) folz) =vVT—zinay =3 ¢) fs(z) =|2%— 16|, z5=—4

m DiffEinDim/DiffQuot/Ag_Ableitung_Differenzenquotient5.tex

Aufgabe 19.134 (Liicken fiillen)

Bestimmen Sie o € R so, dass f,: R — R mit

-sin (z), falls z # 0 ist
, falls x = 0 ist

Q 8~

foa(x) :_{

stetig auf ganz R ist! Wo ist die Funktion dann differenzierbar?

m DiffEinDim/DiffQuot/Ag_Ableitung Differenzenquotient6.tex

Aufgabe 19.135 (Einseitige Ableitungen)
Bestimmen Sie sémtliche ein- und zweiseitigen Ableitungen (falls vorhanden) der Funktion

22 —1, falls z < 1ist
fiR—=R mit x— f(x):=40, falls z = 1 ist
In(xz), fallsz>1ist

auf dem Definitionsbereich R und entscheiden Sie, wo die Funktion stetig bzw. differenzierbar ist.

m DiffEinDim/DiffQuot/Ag_Differenzierbarkeit_Abschnittsweise.tex

Aufgabe 19.136 (Differenzierbarkeit)
Gegeben seien die Funktionen f: (—oo; %] — Rund g: (—o0;1] — R mit

1+t firt <0

tes f(t) = {”’

esin® | fir0<t< I

0, firx <0
und v g(r) =1 . .
n(z)’ fir0<zx<1
a) Untersuchen Sie f und g auf Stetigkeit in a := 0.
b) Berechnen Sie f’(t) fiir t € (—o00; %) \ {0} und ¢’ (z) fiir z € (—o0;1) \ {0} und priifen Sie, ob f
und g an der Stelle a = 0 differenzierbar sind.

c) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f und g und den Wertebereich von f.

Quelle: Aufgabe 4a, Klausur HM1 fiir Bauingenieure, 15.08.2015 bzw. 03.03.2015
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Aufgabenblatt 20 DiffEinDim /DiffRegeln

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Ableitung_ EHochLn.tex

Aufgabe 20.137 (Ableiten mit dem ,,e hoch In“-Trick)
Bestimmen Sie die Ableitung von f: (0;00) — R mit z — f (z) und f (z) wie jeweils angegeben.

a) f(z):=a® b) f(x) = (a2 +1)° o) f(x)i=a*"

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Ableitung_Rechenregeln2.tex

Aufgabe 20.138 (Ableitung)
Berechnen Sie die Ableitung von g; bis gg mit

a) gi1(z) =6In(z + 3+ 2?), c) g3(x) = (3cosx+sinz)”, e) gs(z) = (2 — z) tan(3x),
b) go(x) = 4" 37, d) g4(z) = xsin(e”), f) go(x) = 22V1 + 2.

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Ableitung_RechenregelnAnwenden3.tex

Aufgabe 20.139 (Ableitungen)
Berechnen Sie die Ableitung von f : D — R mit

z—x2 Z_g2 eT—e 7T
a) fl(x) - 2;p+1 C) fg(flf) = 31_:1: e) f5($) = et fe—®
b) fa(x) = §15; d) file) = S £) fole) =
2 T 243z 4 cos(x)+1 6 T e2e

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Ableitung_RechenregelnAnwenden6a.tex
Aufgabe 20.140 (Ableitung)
Berechnen Sie die Ableitung von fi : D — R fiir k € {1,2,3} mit

a) fi(z):= () b) fa(x) := In(sin(8z)) c) f3(x) := cos(In(z?))
m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Ableitung_RechenregelnAnwenden6c.tex
Aufgabe 20.141 (Ableitung)
Berechnen Sie die Ableitung von f : D — R mit

a) fi(z) := arctan (%) b) fo(z) := In (cos?(nz)) c) f3(x) := arctan <1n(§x2))

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag Differentialrechnung AbleitungUmkehrfunktionl.tex

Aufgabe 20.142 (Ableitung der Umkehrfunktion)
Sei f: R — R mit x — f(z) =z + .

a) Zeigen Sie, dass f umkehrbar ist!

b) Zeigen Sie, dass f~!in In (264) differenzierbar ist und geben Sie die Ableitung der Umkehr-
funktion in diesem Punkt an!
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m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Differentialrechnung_AbleitungUmkehrfunktion2.tex

Aufgabe 20.143 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Gegeben sei f : (0;00) — R mit 2 +— f(z) := In(x) + 22 — 1. Zeigen Sie, dass f surjektiv und
injektiv (und damit umkehrbar) ist und berechnen Sie mit dem Umkehrsatz die Ableitung von f~! im
Nullpunkt.

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag _Differentialrechnung Ableitung DefBereich.tex

Aufgabe 20.144 (Definitionsbereiche und Ableitung)
Bestimmen Sie den Definitionsbereich Dy der Funktion f, den Definitionsbereich Dy der Ableitung f’,
und berechnen Sie die Ableitung f von:

a) f(z)=2?+t* mittcR d) f(z)=cos(3x) g) f(z) = (2° +sin (a:))7

b) f)=a"+t* mitz€R o) ¢y cos (o) h) f(z)=va2—bz+6
5

c) f(z) = (1”) £) f(z) = (cos ()’ i) f(2) =v—aT+11

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag Differentialrechnung Ableitung_erste_gemischt.tex

Aufgabe 20.145 (Ableitungsfunktion)
Berechnen Sie die erste Ableitung f’ von

a x) = tan (x)+arctan (z r) = cos(x = In (z

) S =@ e (e) D f@=es@ 1 Ees g g W

b) f(z)=exp(2x) + exp(—x) -z e) f(x)= arctan (z* + 2x) h) f(z)=ax"3cot(x)
. exp (V3)

¢) ()= /1 (cos () ) f (@) =n(sin(v2)) i f @):ci)si(x)

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Differentialrechnung_Ableitung_erste_leicht.tex

Aufgabe 20.146 (Erste Ableitung)
Berechnen Sie die erste Ableitung f’ von

a) f(z) =4dat+ 322+ 1 d) f(z)= (cos (:L'))2 —tan (z) g) f(x) = (¢*)® + arcsin (z)
b) f(z) =2 +4a7! e) f(z)= arctan (z)+sin (1)
c) f(z) = —sin(2z) £) fl@)=e"+e h) f(z)=In(z)+n(Z)

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag Differentialrechnung_Ableitung_erste_mittel.tex

Aufgabe 20.147 (Ableiten und zusammenfassen)
Berechnen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen f, und fassen Sie den Term der Ableitungs-
funktion f’ so weit wie moglich zusammen:

a) f(x)=a®Vi-a’ @) f @)=Y
b) f(x) 1 —sin (22) e) f(t)=1/1+ (cos(t2))?

c) f(x) = tan (x)+§' (tan (x))3+é(tan (@) £) () = |182¢ — 169t — 49|
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Aufgabe 20.148 (Erste und zweite Ableitung)
Bilden Sie die erste und zweite Ableitung der folgenden Funktionen:

a) f(z)=32"—da3+L1.2—5 d) f(z) =cos(z) In(z) g) f(x):smgx)
b) f(z) =sin(z) - cos () e) f(z)=exp(L-2?)

2? —2x 44
c) f(z)= T — f) f(x) = 2% arctan () h) f(z) = tan(e”)

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_Diffrechnung_Ableitung_DefBereich_Betrag mittel.tex

Aufgabe 20.149 (Definitionsbereiche und Ableitung; Ableitung von Funktionen mit Betréigen)
Bestimmen Sie den Definitionsbereich Dy der Funktion f, den Definitionsbereich D der Ableitung,
und berechnen Sie die Ableitung f” von:

a) f(z) = |zl e) f(x) = /sin(z) h) f(z)=+\/z+ V2 +z
b) f(z) = tan (;3) £) f(z) = /o (@)] 2

i z) = |(cos (—3x
&) f(x) = sin (va) . ) £() = |(eos (=3)"
d) f () =sin (ja]) &) [(2) =\

m DiffEinDim/DiffRegeln/Ag_KetteProdNFach_HermitePolynome.tex

Aufgabe 20.150 (Hermite-Polynome als Ableitung)
Die Hermite-Polynome H,,: R — R mit n € Ny und z — H,, (x) sind unter anderem in der Physik von
Bedeutung. Eine mogliche Darstellung erfolgt iiber die Ableitung:

H,(z)=(-1)"- et Al gma? fiir alle # € R und alle n € Np.

Cdzm

Werten Sie die Ableitung fiir n < 3 aus, um eine explizite Darstellung der ersten Polynome zu erhalten!
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Aufgabenblatt 21 DiffEinDim/Geometrisches

m DiffEinDim/Geometrisches/Ag_Ableitung_Tangente.tex

Aufgabe 21.151 (Tangente an den Graphen einer Funktion)
Gegeben sei die Kurve K := { (:U, 1—exp (%))T € R? ‘ x € R}.

a) Stellen Sie die Gleichung der Tangenten an b) Zeichnen Sie die Kurve, die Tangente und

die Kurve K im Schnittpunkt von K mit der die horizontale Asymptote der Kurve in ein
vertikalen Achse auf! gemeinsames Koordinatensystem!
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Aufgabenblatt 22 DiffEinDim /Kurvendisk

m DiffEinDim/Kurvendisk/Ag_DiffEinDim_FktEigenschaftenExtremaWendepktela.tex

Aufgabe 22.152 (Charakteristische Punkte von Polynomfunktionen)
Ermitteln Sie die Extrem- und Wendepunkte der folgenden Funktionen, und skizzieren Sie anschliefend
die Funktionsgraphen.

a) f(z)=a2%-222-3 d) f(z)=-223+3z+5
b) f(z) =22 +2r -6 . e) f(z) =42%+22% +52x -3
c) f(z) =% 2% —222+3z—4 f) f(z) =323 —622+52 -5

m DiffEinDim/Kurvendisk/Ag_DiffEinDim_FktEigenschaftenExtremaWendepkte2.tex

Aufgabe 22.153 (Charakteristische Stellen von Funktionen)
Bestimmen Sie die Extrem- und die Wendestellen der Funktionen
—¢2

a) f:R\{1} > Rmit z— f(z):= (f—_;)l? b) g:R— Rmitt s g(t) =t>-e

E DiffEinDim/Kurvendisk/Ag_Differentiation_KurvendiskussionGemischt.tex

Aufgabe 22.154 (Extrempunkte und Wendepunkte von verschiedenen Funktionen)
Fiir die Funktionen:

a) f(z)=x—2sin () ¢) f(x) = we" e) f(x) = "2
b) f(z) = Fr d) f(z)=a%" f) f(z) =zn(z)

e Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich

e Bestimmen Sie die Nullstellen (wenn moglich) und Asymptoten

Untersuchen Sie die Funktionen auf lokale Extrema und Wendepunkte

Geben Sie an, wo die Funktionen monoton wachsend bzw. fallend sind

Geben Sie an, wo die Funktion konvex bzw. konkav sind

Skizzieren Sie den Graph der Funktion

m DiffEinDim/Kurvendisk/Ag_Kurvendiskussion.tex

Aufgabe 22.155 (Ermittlung des Qualitativen Verlaufs von Funktionsgraphen)
Fiihren Sie fiir die folgenden Funktionen eine vollstdndige Kurvendiskussion durch:

a? e z) = (22 — x°) - &*
a) f(x):2x3_6x2+x—3 c) f(x):aj—i_l )f() (2 2)
2
b) f(@—xfiQ d) f(z) =2 vo—a? ) f(g;):M

m DiffEinDim/Kurvendisk/Ag_Kurvendiskussion_mitElastizitaetTangente.tex
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Aufgabe 22.156 (Kurvendiskussion, Tangente)
Berechnen Sie jeweils die ersten drei Ableitungen dieser Funktionen und fiithren Sie eine vollsténdi-

ge Kurvendiskussion durch (Monotonieverhalten, lokale/globale Extrema, Wendepunkte, Konvexitét,
Elastizitét). Berechnen Sie bei diesen Funktionen ebenfalls die Tangente im Punkt zo = 1.

Hinweis: Elastizitét e einer positiven Funktion ist definiert als e;(z) = %lg)
a) f(z) = - 1 - auf (0;00) b) g(z) =In(z*+1) auf R c) h(z) = cos(mz) auf R
T
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Aufgabenblatt 23 DiffEinDim /LHospital

E DiffEinDim/LHospital/Ag_Funktionsgrenzwerte_lHospital_leicht.tex

Aufgabe 23.157 (Grenzwerte ausrechnen)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte (falls vorhanden):

e (r—1) In (ln () —|—x2) . 20+ 4
lim ——~ ~/ : e) lim ———
a) e B c) Jim In () ) 922 — 8z + 3
. 1000 . In(a)
b) 1 1 im L f) lim ——~
) xgél+ (@ n(Q;)) d) xlggo e’ ) :ci>r(r)17L T

m DiffEinDim/LHospital/Ag_Funktionsgrenzwerte_mittelLHospital.tex

Aufgabe 23.158 (Die Regel von de I’'Hépital)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) lim _Losin(w) c) lim 1= cos (az) im sin (1)
e—T 20 — 7 - sin (x) 2—0 x? t—0 sin (7t)
. h 2 2 . .
b) lim S0 (22) d) lim £) Tim LS00
2—0 = + sin (x) z—0+ In(z) t—0 2 — sin ()

o1
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Aufgabenblatt 24 DiffEinDim/MWS

E DiffEinDim/MWS/Ag_MWS_CosSqrtUngleichung.tex

Aufgabe 24.159 (Mittelwertsatz)
Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, dass

|cos (V&) — cos (y/y)| <

Sl-

fir alle x € Rund alle y e R mit 0 < z <y < x + 2 gilt.

m DiffEinDim/MWS/Ag_MWS_GemischteUngleichungen.tex

Aufgabe 24.160 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, um folgende Aussagen zu verifizieren:
a) Fir allea € R und alle b€ R mit 0 < a < b gilt —%Sln(g) Sg—l.

b) Firallex €e Rmitz >0gilt 1-z<e™® und 5 <In(l+z)<az.

c) Fiir alle @ € (0;1) und alle z € R mit = > 0 gilt 1+ <(I42)* <1+ a.

ax
(1_’_3:)17(1

d) Es sind lim % =0 und lim % = 1.

z—0 z—0

E DiffEinDim/MWS/Ag_MWS_MitOderOhneMWS. tex

Aufgabe 24.161 (Ein niitzlicher Grenzwert)

Beweisen Sie den Grenzwert lim n (e% — 1) =1.
n—oo
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Aufgabenblatt 25 DiffEinDim/Optimierung

(3]

DiffEinDim/Optimierung/Ag DiffEinDimOptimierung Kreisfuellen.tex

Aufgabe 25.162 (Kreis fiillen)
Ein Kreis vom Radius R € R mit R > 0 soll méglichst grofsflichig mit einem Quadrat der Kantenlénge

a(r)

und vier Kreisen mit Radius r abgedeckt werden, siehe Skizzen. Zwischen den Randféllen mit

groftem Quadrat beziehungsweise grofsten Kreisen kommen , Kompromisse” in Frage:

a)

b)

(&)

N
@

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung a(r) und daraus die Funktionsgleichung S(r) fiir die ins-
gesamt abgedeckte Fliche bei gegebenem R.

Welche Form hat S(r)? Was bedeutet dies fir Extrempunkte? Sie konnen die Ableitung zur
Extrempunktbestimmung verwenden.

Fiir die Extremwertbestimmung miissen die Randpunkte betrachtet werden. Die grofitmogliche
Kantenlidnge liefert der Satz von Pythagoras. Die Mittelpunkte der groftmoglichen Kreise bilden
ein Quadrat, dessen Diagonalen auf Durchmessern des dufseren Kreises liegen. Bestimmen Sie
damit die zugehorigen Radien rpin und mpax sowie die Flachen S (rpin) und S (rmax). Fir die
Bestimmung des groferen der beiden Randwerte konnen Hilfsmittel verwendet werden.

DiffEinDim/Optimierung/Ag_Differentialrechnung_ Extremwertaufgabe.tex

Aufgabe 25.163 (Angewandte Extremwertrechnung — Kreiszylinder in einer Kugel)
Berechnen Sie den Radius r des Grundkreises und die Hohe h des in eine Kugel vom Radius R € R
mit R > 0 eingesetzten Kreiszylinders maximalen Volumens.

(3]

DiffEinDim/Optimierung/Ag_Extremwerte_Intervalle.tex

Aufgabe 25.164 (Extremwerte)
Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extremwerte:

a)
b)

c)

(3]

flz) =2,z e (1,4] d) f(z) = +sin(x), x € [0, 4]
flz) = —2? + 42— 4, 2 € [1,4] e) f(x)=x+2-cos(z), z €[0,4n]
f(z)=—2? 44z — 4, z € [1,4) f) f(x):%-xg—x2—|—2,$€[—1,2]

DiffEinDim/Optimierung/Ag_ParamKurven_AbstandZumUrsprung.tex

Aufgabe 25.165 (Abstand zum Ursprung)
Fiir die angegebenen parametrisierten Kurven

x(t)
{y(t) , t€]0,2n]

berechnen Sie die Punkte mit maximalem und minimalem Abstand zum Ursprung!
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a) x(t) = cos®(t) + 2cost b) z(t) = gcost - icos(5t)
— ; ; ) 1
y(t) = costsint + 2sint y(t) = 5 €int — 0 sin(5¢)
Y Y
1..

(0,0)

Hinweis: sin(a 4+ ) = sinacos § + cos asin 3
cos(a £ 3) = cosacos B F sin asin 3
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Aufgabenblatt 26 DiffEinDim /Taylor

§ | | DiffEinDim/Taylor/Ag_Taylorpolynom_Grad2Gemischt.tex

Aufgabe 26.166 (Taylorpolynome)
Bestimmen Sie jeweils das Taylorpolynom 2. Grades von den Funktionen beim Entwicklungspunkt
xg =1, wobei a € R, b € R und ¢ € R Konstanten sind:

a) f(x):a—i-bx—i—cx? b) g(x):er.]og(x) C) h(.%‘):ﬁ

Versuchen Sie danach, zu f und h die vollstdndigen Taylorreihen zu bestimmen, ohne die Koeflizien-
h(")(mg)

i~ zu verwenden.

tenformel a,, =

E DiffEinDim/Taylor/Ag_Taylorreihe_Fktxpluslexp.tex

Aufgabe 26.167 (Taylorreihen)
Gesucht ist die Taylorreihe der Funktion f: R — R mit z — f (z) := (z + 1) - €”.

a) Berechnen Sie die ersten vier Ableitungen von f.
b) Stellen Sie eine Vermutung fiir (™ (z) fiir alle n € Ny und alle z € R auf.
c) Beweisen Sie Thre Vermutung durch vollstédndige Induktion.

d) Stellen Sie damit die Taylorreihe von f um 0 auf und bestimmen Sie den Konvergenzradius.
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Aufgabenblatt 27

(3]

DiffEinDim /ZUebersichten

DiffEinDim/ZUebersichten/Ag_Differentiation_Info_ListeAbleitungen.tex

Funktion f | Ableitung f’ Bemerkung
c=c-a° 0 konstante Funktion f mit Wert ¢ € R
x" n-z" n>1
x™ n-a"! n<—-1lLx#0
x” rogtt reR x>0
sin(x) cos(x)
cos(z) — sin(x)

2k+1
tan(x) 1+ tan?(z) = ) x # %, keZ
cot(x) —1 —cot?(x) = Sm}%x) r#kn, kel
exp(z) | exp(a)
In(z) - x>0
arctan(z) 1_::62
arccot(z) 1;3132
arcsin(x) 11_12 -l<z<1
arccos(r) 1_—11:2 -l<z<1
sinh(z) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
tanh(z) 1 — tanh?(z) = COSth(x)
coth(x) 1 — coth?(z) = Sinig(w) x#0

o6
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Aufgabenblatt 28 DiffMehrDim /DiffbarPart

(&)

DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_Gradient_Anwendung.tex

Aufgabe 28.168 (Anwendungen des Gradienten)

a)

b)

(3]

Der Zusammenhang zwischen potentieller Energie U und Kraft F lautet F = —VU. Berechnen
Sie jeweils die zugehorige Kraft fiir die elektrostatische Potentielle Energie (Coulomb-Energie)
1

Uc(r) = Ty % zwischen der Ladung ()2 und der im Koordinatenursprung ruhenden Ladung

Q1 mit r = \/x2 + y2 + 22 sowie fiir das zur Modellierung von intermolekularen Wechselwirkun-

gen eingesetzte Lennard-Jones-Potential Ur;(r) = ¢ ((%")12 -2 (%")6) mit den Parametern

€, Tm-

Ein kleiner Ball bewege sich reibungsfrei auf der Mantelfliche eines (unendlich langen) Zylin-
ders mit Radius 5, dessen Symmetrieachse auf der y-Achse liegt. Welche Gleichung der Form
g(z,y,z) = 0 erfiillen die Punkte auf der Zylindermantelfliche ? Auf den Ball wirke die Gravita-
tionskraft ﬁg =0 0 —1)T. Wie grok ist die Gesamtkraft F auf den Ball am Punkt (3,0,4)7

DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_HoeherePartielleAbleitungen.tex

Aufgabe 28.169 (Hohere partielle Ableitungen)
Berechnen Sie die angegebenen partiellen Ableitungen:

a)
b)

c)

(&)

f(a:,y) = 3$y4 + $3y2§ focyy§ fyyy d) f(T, S, t) = Tln(rs2t3)§ frss frst
fla,t) =2 c €R; fut; fraa e) u(r,9) =" sin(9); upgr
f(l', Y, Z) - COS(4$ + 3y + 22); fzyz; fyzz f) u(xa Y, Z) = xaybzc’ (aa ba C)T € RB; Uzyyzzz

DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_PartDiffbar_DiffQuotMitWurzeltrickUndKontrolle.tex

Aufgabe 28.170 (Differentialquotient fiir partielle Ableitungen)

Seien D := { (z,y)" € R? ’ x> —y*} und f: D = R mit (z,y)" — f(z,y) = ——

a)
b)

(3]

(a+y?)
Berechnen Sie % (7,3) und % (7,3) mit Hilfe der entsprechenden Differentialquotienten!

Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse aus Aufgabenteil @7 indem Sie den Gradienten von f mit den
Ableitungsregeln und Standardableitungen ausrechnen und an der Stelle (7,3)" auswerten!

DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_PartDiffbar_Einstieg8MitUnd40hneDiffquot.tex

Aufgabe 28.171 (Erste partielle Ableitung)
Bestimmen Sie fiir die Funktionen f: R? — R mit (w,y)T — f(x,y) und g: R? — R mit (m,t)T —
g (x,t) die angegebenen partiellen Ableitungen! Dabei seien fiir alle x € R, alle y € R und alle t € R

_ ey fwaFoy o Ly Jret girE#£0
f(m’y)'_{:ctm fir o — d g( ,t)._{O’ bt 0
a) I (O’ 0) C) Jz (17 2) e) g) 9z (0, 0) 1) gz (2, 1) k) Gt (2’ ())
b) fy (37 _3>
fa: (37 _3) d) fy (07 O) f) fy (17 2) h) 9z (27 0) .]) gt (07 0) l) gt (27 1)

o7
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§ | | DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_PartDiffbar_ErstePartAblNachStewartCalculus.tex

Aufgabe 28.172 (Gradient)
Fiir die angegebenen Funktionen berechnen Sie den Gradienten!

a) [f(z,y) =3z -2y £) f(z,y,2) = ay?2® + 3yz k) f(z,y):=

b) g(xzi y) = a® + 32%y® + g) f(z,y,2):=In(x+2y+32) 1) f(x1):=arctan (z - Vt)
1Y

¢) Flay) =¥ h) f(z,t,9):=x-e"t-sin(d) m) f(z,y,2):=22 ¥

d) f(z,y) :=sin(z) - cos(y) i) f(zy,21):= %-tan (yt)  m) flrst):=vrits 42

e) f(r,s):=r-ln (7"2—1—32) ) f(z,y) =y -In(x) o) f(z,y,2,t):= tﬁ’;z

§ | | DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_PartDiffbar_KritischenPunktBerechnenIn3D.tex

Aufgabe 28.173 (Der Gradient)
Bestimmen Sie den Gradienten von f: R? — R mit (z,y,2)" — f(z,y,2) := 22 + e®y? + 2e™* und
finden Sie die ,kritischen Punkte“ von f, also alle (a,b,c)" € R mit (grad f) (a,b,c) = 0.

§ | | DiffMehrDim/DiffbarPart/Ag_PartDiffbar_ZweiteAbl3D2DUnd4D0OhneDiffQuot.tex

Aufgabe 28.174 (Partielle Ableitungen)

Seien f: R? — R mit (x,y,2)" — f(2,5,2), g: (R\{0}))? = R mit (s,£)" — g(s,t) und h: R* = R
mit (a, 3,7,6)" — h(a,3,7,d) Funktionen mit den unten angegebenen Zuordnungsvorschriften.
Bestimmen Sie sémtliche 2. partiellen Ableitungen dieser Funktionen:

a) f(z,y,2) =z +yz+z-sin(zy) b) g(s.t) =3 c) h(a,fB,7,0) == apyé

o8
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Aufgabenblatt 29 DiffMehrDim /DiffbarRichtung

E DiffMehrDim/DiffbarRichtung/Ag_RichtAbl_Zwei2DNachDefinition.tex

Aufgabe 29.175 (Definition der Richtungsableitung)

Priifen Sie jeweils durch Untersuchung eines geeigneten Differenzenquotienten, ob die Funktion im
angegebenen Punkt in der angegebenen Richtung differenzierbar ist und geben Sie gegebenenfalls den
Wert der entsprechenden Ableitung an!

a) f:R? = Rmit (z,9)" — f(z,y) := (zy)? in (4,—1)" in der Richtung (%, %)T

Is|

b) g: R x (R\ {0}) = R mit (s,t)" — g (s,t) := %= in (3,2)" in der Richtung (3, Q)T

1

m DiffMehrDim/DiffbarRichtung/Ag_Richtungsableitung_Standard.tex

Aufgabe 29.176 (Richtungsableitung)
Berechnen Sie jeweils die Ableitung der Funktion im angegebenen Punkt in Richtung des Vektors v.

a) f: R2 — R mit (m,y)T = f(z,y) = S5xy? — dya3, (a, b)T = (1,2)T und 7 := (1—53, %)T
b) g: (0;00) x R — R mit (s,t)T — g (s,t):=t-In(s), (a, b)T = (1, —3)T und ¥ 1= (—%, %)T
c) u: R x [0;00) — R mit (;U,y)T —ou(z,y)=1+2-2-/y, (a,b)T = (3,4)T und 7 := (%,—%)T

d) y: R? = R mit (s,t)T =y (s,t) :==1In (32 +t2), (a, b)T = (2, l)T und ¥ := (-%7 %)T

m DiffMehrDim/DiffbarRichtung/Ag_Richtungsableitungen_Definition.tex

Aufgabe 29.177 (Richtungsableitungen)
Fiir die Funktionen f: R? — R und g: R? — R mit (a:,y)T — f(x,y), (J:,y,z)T — g (z,y, 2),

fiir (z,y)" # (0,0)"
- und g(x,y,2):

IEyQ

a:%, fir zA20und z >0
0, fiir (x,y)" = (0,0)

0, firz=0o0derxz<0
sowie die Vektoren @ = (0,0)", b = (1,2)", ) d=(1,2,1)",

¢=(0,0,0
S (304 V3 V3" (34
i=(3.5)", U—(?7 37?) und @ = (3,5,0)°
berechnen Sie die angegebenen Richtungsableitungen, falls diese existieren:

@ W) 9@ W R@) e 0 ()
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Aufgabenblatt 30 DiffMehrDim /DiffbarTotal

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarPartiellTotal.tex

Aufgabe 30.178 (Partielle und totale Differenzierbarkeit)
Untersuchen Sie die Funktion f(x,y) = zy? + |x| auf partielle und totale Differenzierbarkeit.

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarTotal _CEinsMitAbleitenNachDemHauptsatz.tex

Aufgabe 30.179 (Ableiten mit dem Hauptsatz)
3 yt
Seien D := (0;00) und f: D x R — R mit <a:) = f(z,y) ;:/ < a
Y 2041 b

a) Berechnen Sie auf D x (R\ {0}) die Hesse-Matrix Hy von f !

b) Berechnen Sie 9, f (z,0) fiir alle € D und untersuchen Sie f auf totale Differenzierbarkeit!

Tipps: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass man Grenzwerte, in denen y ,lauft, und Ableitungen
nach y mit der Integration vertauschen, also am Integralzeichen vorbeiziehen darf.

Hilft Thnen die Potenzreihe von exp bei der Berechnung von lim Oyf (t,y)?
(ty)" —(z,0)"

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarTotal_LimesBedMitNullEinUndZweifachemSandwich.tex

Aufgabe 30.180 (Gradient und totale Ableitung)
a) Bestimmen Sie den Gradienten von f: R? — R mit (v, w)T — f(v,w) := v+ w und zeigen Sie

mit der Limesbedingung, dass er die Ableitung von f in (1,2)" liefert!

b) Bestimmen Sie den Gradienten von g: R? — R mit (s,t)T + g (s,t) := st? und zeigen Sie mit
der Limesbedingung, dass er die Ableitung von g in (4, —3)" liefert!

c) Bestimmen Sie den Gradienten von ¢: R® — R mit (z,y,2)" — ¢ (,y,2) := x+y* —sin (z) und
zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dass er die Ableitung von ¢ im Nullpunkt liefert!

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarTotal_NachweisMitUndOhneCEinsKriterium.tex

Aufgabe 30.181 (Partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit)
Untersuchen Sie die Funktion

. 0, fallsx =y =0
f:R? >R mit (y) = f(z,y) = xhy

ﬁ, sonst
(* 4+ y?)

auf Stetigkeit, partielle Differenzierbarkeit und totale Differenzierbarkeit auf R
Zeigen Sie die totale Differenzierbarkeit sowohl mit dem C'-Kriterium als auch mit der Definition.

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarTotal_NichtCEinsAberTotalDiffbar.tex

Aufgabe 30.182 (Nicht C! aber doch total diffbar)
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

N 0, fire=y=0
(y) = f(2,y) = (22 + ¢?) - sin ((;ﬂ +y2)_%> , sonst .

a) Zeigen Sie, dass f auf ganz R? partiell differenzierbar ist und geben Sie den Gradienten an!
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b) Zeigen Sie, dass grad f in (0,0)" unstetig ist!

c) Zeigen Sie, dass f in (0,0)" trotzdem total differenzierbar ist!

Bemerkung: Weil fiir (x,9)" # (0,0)" das C'-Kriterium anwendbar ist — f ist dort stetig partiell
diff’bar —, ist f damit also total differenzierbar auf ganz R2.

§ | | DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag_DiffbarTotal_NichtDBMehrereGruende.tex

Aufgabe 30.183 (Totale Differenzierbarkeit und Stetigkeit)
Bestimmen Sie (falls vorhanden) die partiellen Ableitungen von

————, falls (z,y)" # (0,0)"
f:]R2—>]R mit <$)'—>f(x,y) ) 2242 (z,y)" # (0,0) ‘
4 0, falls (z,y)" = (0,0)"

Finden Sie mehrere Griinde dafiir, dass f in (0,0)" nicht total differenzierbar ist!
Tipp: Bestimmen Sie den Gradienten in (x,y)" # (0,0)" durch Differentiationsregeln und die beiden
partiellen Ableitungen im Nullpunkt mit dem Differentialquotienten!

m DiffMehrDim/DiffbarTotal/Ag _Differentiation_Mehrdimensional PartiellNichtTotaldb.tex

Aufgabe 30.184 (Stetigkeit und partielle Ableitungen)
Betrachten Sie die folgende Abbildung und beweisen Sie die nachfolgenden Aussagen.

0, fire=y=0
f:R? SR mit <:n> = f(x,y) = Y
Yy mQyTyz sonst
a) f ist stetig auf ganz R2.
b) Die partiellen Ableitungen von f in jedem Punkt (zg,10) € R? existieren.

c) f ist im Punkt (0,0) € R? nicht differenzierbar.
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Aufgabenblatt 31 DiffMehrDim /Diffbar Vermischt

§ | | DiffMehrDim/DiffbarVermischt/Ag_Diffbar_GradExistiertRichtungsablAberNicht.tex

Aufgabe 31.185 (Differenzierbarkeit)
0, fire=y=0

zy

R sonst

Fiir die Funktion f:R? =R mit (5) = f(x,y) = {

a) tiberpriifen Sie die Stetigkeit auf dem gesamten Definitionsbereich!
b) berechnen Sie die partiellen Ableitungen f; (0,0) und f, (0,0) !

c) untersuchen Sie die partiellen Ableitungen auf Stetigkeit im Punkt (0,0)" !

1
d) berechnen Sie die Richtungsableitung a—{ (0,0) mit v = <\ég> !
ov 7

e) Warum kann man die Richtungsableitung nicht mit dem Gradienten berechnen?
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Aufgabenblatt 32 DiffMehrDim /ExtremaMitNB

m DiffMehrDim/ExtremaMitNB/Ag_ExtGebietMitRand.tex

Aufgabe 32.186 (Extrema auf Gebiet mit Rand)
Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion f : D — R, gegeben durch

flz,y) =a* + 47,

und
D= {(z,y)T : h(z,y) == 2? +y> -1 < 0}.

m DiffMehrDim/ExtremaMitNB/Ag_ExtGebietMitRand2.tex

Aufgabe 32.187 (Extrema auf Gebiet mit Rand)
Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion f : D — R, gegeben durch

f(z,y) :3x2+2y2+3,

und
D= {(z,9)" : h(z,y) :=42” +y*> — 1 < 0}.
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Aufgabenblatt 33 DiffMehrDim /ExtremaOhneNB

m DiffMehrDim/ExtremaChneNB/Ag_DiffMehrDim_UnsymmetrischeHesse.tex

Aufgabe 33.188 (Nichtsymmetrische Hessematrix)

" 0, fire=y=0
Sei f! R2 — R mit (y) — f (x, y) = yx3 — xy3 .

—5———, sonst
22 +y?
a) Zeigen Sie, dass f im Punkt (0,0)" stetig ist. d) Priifen Sie, ob es weitere stationdre Punkte
T von f gibt.
b) Zeigen Sie, dass (0,0)" ein stationadrer Punkt
von f ist. e) Berechnen Sie die Hessematrix Hy (0,0).

¢) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen ab- f) Zeigen Sie, dass im Punkt (0,0)" keine lokale
seits des Nullpunktes. Extremstelle vorliegt.

E DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_Differentiation_Mehrdimensional_Extremstellen3.tex

Aufgabe 33.189 (Extremwerte)
Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion

f:R?SR mit (z,9)" — f(z,y) =3z — 23 — 2% + ¢,

E DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_ExtrOhneNB_EntscheidungMitWenigInformationen.tex

Aufgabe 33.190 (Lokales Verhalten einer Funktion in der Umgebung eines Punktes)

Reichen die angegebenen Informationen aus, um zu entscheiden, ob am Punkt @ ein lokales Extremum
(also Maximum oder Minimum) vorliegt?

Falls ja, geben Sie bitte an, ob ein Maximum, ein Minimum oder keines von beiden vorliegt.

Alle Funktionen seien zweimal stetig differenzierbar und ,,H ¢ bezeichne die Hesse-Matrix von f.

a) f:R2 — R mit (grad f) (a@) = (g) und Hy (@) = (g f)

b) ¢: R? — R mit (grad g) (@) = 0 und H, (a) = (3 g)

c) h:R? — R mit (grad k) (@) = 0 und die Eigenwerte von H}, (@) sind 0 und —3.
d) p: R? - R mit (grad p) (@) = 0 und det(H, (@)) =
e) ¢: R? —» R mit (gradq) (@) = 0 und det(H, (@) =
f) u: R® — R mit (gradu) (@) = 0 und det(H, (@) =
g) v: R = R mit (gradv) (@) = 0 und det(H, (@)) =

h) w: R?® = R mit (gradw) (@) = 0 und H,, (@) hat die Eigenwerte —4, 0 und 6.
i) r: R?2 —» R mit (x,y)T = (z,y) = (2 —I—y2)3 ina= (O,O)T.

j) s: R? — R mit (x,y)T s (z,y) =23 -y>ind= (O,O)T.
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E DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_ExtrOhneNB_HeranfuehrungAnDefinitheitsverfahren.tex

Aufgabe 33.191 (Lokale Extremstellen in mehreren Verdnderlichen)
Die Funktion f: R? — R sei gegeben durch (ac, y)T = f(z,y) := 3z — 23 — 292 + ¢*.

a) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f (also die Nullstellen des Gradienten)!

b) Untersuchen Sie, ob im kritischen Punkt p':= ( 1, O)T ein Hoch-, ein Tief- oder ein Sattelpunkt des
Graphen von f vorliegt, indem Sie untersuchen, wie sich die Funktionswerte lings aller Geraden
durch diesen Punkt verdndern!

Tipp: Eine Gerade durch 7 mit Richtungsvektor ¥ ist gegeben durch gy 7 (t) := ¥+ ¢ - ¥. Untersuchen Sie
die verkettete Funktion hy gz := f o gr 5, die nur noch von einer Verénderlichen abhéngt.

c) Rechnen Sie nach, dass fiir hyz := f o Grg mit 7 = (a,b)" € R%, v = (v1,v2)" € R?, |v| =1,
Grs: R — R? und t — gry (1) t - ¥ wie im Tipp zu Aufgabenteil |b)| gilt:

=7+
PL(a,b) 2L (a,b
1i0)= (v wv) | 55 (,0) wor (@5) -<U1> (Matrixmultiplikation)
81‘8y (a’7 b) TyQ (a7 b) U2

d) Untersuchen Sie auch die anderen kritischen Punkte nach der Herangehensweise aus

Tipp: Verwenden Sie die Erkenntnis aus Aufgabenteil um Rechenarbeit zu sparen.

m DiffMehrDim/Extrema0hneNB/Ag_ExtrOhneNB_HoechstensEinKritischerPunkt2D.tex

Aufgabe 33.192 (Extremstellensuche ohne Nebenbedingungen)
Bestimmen Sie die Extremstellen der nachfolgenden reellwertigen Abbildungen mit zwei Variablen!

2

a) f(z,y) =2~y ~22-2y b) g(z,y):=2"-e"+z c) h(z,y) ="V

m DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_ExtrOhneNB_PolynomAusKlausurHMIIETIT. tex

Aufgabe 33.193 (Differenzialrechnung in R", Teilaufgabe einer Klausur fiir ETIT aus dem Herbst 2012)
Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Extrema der Funktion

f:RZS R mit (z,9)" — f(z,9) := 3y* — 62y + 9z — 2° + 2

und entscheiden Sie, ob es sich dabei um Maximal- oder Minimalstellen handelt!

m DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_ExtrOhneNB_SattelpktMitUndOhneHessematrix3D.tex

Aufgabe 33.194 (Die Hesse-Matrix)
Sei iR =R mit (z,y,2)" = f(x,9,2) = 2% — zxeY.

a) Bestimmen Sie den Gradienten grad f und die Hesse-Matrix Hy von f !

b) Der Nullpunkt ist ein stationédrer Punkt von f. Priifen Sie durch Rechnung die Definitheit von
Hy im Nullpunkt! Nimmt f dort ein Extremum an?

c) Geben Sie ein von H; unabhéngiges Argument, warum der Nullpunkt keine Maximal- oder
Minimalstelle sein kann!

m DiffMehrDim/ExtremaOhneNB/Ag_ExtrOhneNB_SattelpktMitUndOhneHessematrixEinstieg.tex

Aufgabe 33.195 (Per Hand priifen)
Sei f:R? R mit (x,y)Tb%f(x,y) =2 e¥ — 2.

a) Bestimmen Sie die kritischen Punkte (sprich die Nullstellen des Gradienten) von f !
b) Priifen Sie mit Hilfe der Hesse-Matrix, ob f in einem kritischen Punkt ein Extremum annimmt!

c) Bestitigen Sie durch Einsetzen von Folgen oder Kurven in f Thre Ergebnisse aus Aufgabenteil @!
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Aufgabenblatt 34 DiffMehrDim /Geometrisches

§ | | DiffMehrDim/Geometrisches/Ag_DiffMehrDim_Tangentialebenen.tex

Aufgabe 34.196 (Tangentialebene und Tangente)

a) Sei f:R? = R mit f(z,y) = 23y* + 2y
(i) Bestimmen Sie die Tangentialebene zu dem Graphen der Funktion f im Punkt (2, —1).

(ii) Skizzieren Sie die Hohenlinie zum Niveau 0 = f(x,y).

(ili) Bestimmen und skizzieren Sie die Tangente an die Hohenlinie zum Niveau 0 = f(z,y) im
Punkt (-1, -2).

(iv) Bestimmen und skizzieren die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt (—1, —2).
b) Sei f:R? = R mit f(z,y) =2’y +
(i) Bestimmen Sie die Tangentialebene zu dem Graphen der Funktion f im Punkt (1, 3).

(ii) Skizzieren Sie die Hohenlinie zum Niveau 0 = f(z,y).

(iii) Bestimmen und skizzieren Sie die Tangente an die Hohenlinie zum Niveau 0 = f(z,y) im
Punkt (1, -1).

(iv) Bestimmen und skizzieren die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt (1, —1).
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Aufgabenblatt 35 DiffMehrDim /HoehereAbl

§ | | DiffMehrDim/HoehereAbl/Ag_DiffMehrDim_WiderspruchDurchSatzVonSchwarz.tex

Aufgabe 35.197 (Gibt es sowas?)

Man entscheide (mit Beweis), ob es eine differenzierbare Funktion f: R? — R geben kann, sodass
% (z,y) =z (y* — 2*) und g—;j (z,y) =y (y* — 2°) in jedem Punkt (ac,y)T € R? gilt!
Tipp: Schreiben Sie die zugehorige Hesse-Matrix auf und verwenden Sie deren Gestalt.

67



./DiffMehrDim/HoehereAbl/Ag_DiffMehrDim_WiderspruchDurchSatzVonSchwarz.tex

Aufgabensammlung Mathematik ®
AT MINT-Kolleg am KIT T sniee

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 36 DiffMehrDim /ImplDefFktn

m DiffMehrDim/ImplDefFktn/Ag_ImplDefFktn_1DnachiDEinstiegMitXHochDreiGleichYPlusEHochXY.
tex

Aufgabe 36.198 (Implizit definierte Funktionen)
Bestimmen Sie, ob durch die Gleichung

2 —y—e =0

in einer Umgebung des Punktes (a,b)" := (1,0)" implizit eine Funktion y = g (x) definiert wird. Falls
ja, bestimmen Sie die Ableitung ¢’ (1).

m DiffMehrDim/ImplDefFktn/Ag_ImplDefFktn_1Dnach1DErstDieYsZuZweiFinden.tex

Aufgabe 36.199 (Implizit definierte Funktionen)
Seien h: R? — R mit (:n,y)T = h(z,y) = 32% — 132y + 2y und Ho := { (x,y)T € R? ‘ h(z,y) = O}.

a) Bestimmen Sie M := {y eR ‘ (2,y)T € ’Ho} !

b) Priifen Sie fiir alle y € M, ob es ein ¢y € R mit ¢, > 0 und eine differenzierbare Funkti-
on gy: Dy = Rmit Dy, D {z € R | |z —2| <&y}, gy (2) =y und h(z, gy (z)) =0 fiir alle z € D,
gibt!

Berechnen Sie g, (2) fiir jede der existierenden implizit definierten Funktionen!
c) Gibt es Punkte in Hp, in denen der Hauptsatz iiber implizit definierte Funktionen keine diffe-

renzierbare Funktion g liefert, deren Definitionsbereich eine offene Umgebung von x ist, so dass
die Gleichung ,h (z,y) = 0“ via ,,y = g (z)“ gelost wird? Wenn ja, welche?

m DiffMehrDim/ImplDefFktn/Ag_ImplDefFktn_iDnachiDMehrerePunkteProGleichung. tex

Aufgabe 36.200 (Implizit definierte Funktionen: Skalarwertiger Fall)
Uberpriifen Sie, ob die Gleichung F (x,%) = 0 in einer Umgebung von (a, b)" lokal eindeutig durch eine
implizit definierte Funktion ¢ mit y = ¢ (z) auflosbar ist, und berechnen Sie ¢’ (a) = % (a).

a) F(z,y)=y+ xy? — ™ fiir alle (a, b)T = {(O7 1)T : (2, _1)T : (%7 %)T}

b) F(z,y) =2y + % — sin (y) fiir alle (a,b)" € {(07 %)T : (%, g)T}

m DiffMehrDim/ImplDefFktn/Ag_ImplDefFktn_1Dnach2DAusFischerKaul22Fuent6. tex

Aufgabe 36.201 (Satz iiber implizit definierte Funktionen)
Gegeben sei das Gleichungssystem

Fi(z,y,2) =x4+y—eVt® 4 ettvtz — ¢
Fy(z,y,z):=zx+y+2z+2-sin(zr+y+2)=0.

a) Zeigen Sie mittels des Satzes iiber implizit definierte Funktionen, dass dieses Gleichungssystem
in einer Umgebung des Nullpunkts nach (y, z)* aufgelost werden kann.

b) Sei nun §: (—¢;¢) — R? eine Losungskurve mit € € R, e > 0, §(0) = (0,0)", Fy (z,§(z)) = 0
und F» (z, G (z)) = 0 fiir alle z € (—¢;¢).

Bestimmen Sie den Tangentialvektor ¢’ der Losungskurve an der Stelle z = 0.
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m DiffMehrDim/ImplDefFktn/Ag_ImplDefFktn_2DnachiDMehrerePunkteProGleichung.tex

Aufgabe 36.202 (Implizit definierte Funktionen)

Seien D C R?® und F: D — R mit (x,y, z)T — F (z,y,z) sowie (a, b, C)T € D wie in den Aufga-
benteilen angegeben. Uberpriifen Sie, ob der Hauptsatz iiber implizit definierte Funktionen Ihnen fiir
die Gleichung ,,F' (z,y,z) = 0“ in einer Umgebung von (a, b, C)T die Existenz einer lokal eindeutigen
Funktion g mit z = g (z,y) garantiert, und berechnen Sie gegebenenfalls ¢’ (a, b).

a) D:=R3 F(x,y,2):=xy+yz> + 222 — z fiir alle (a, b, c)T € {(O, 1, l)T ; (1, 1,0)T ; (1,0, 1)T}

b) D:=R3 F(x,y,2) = z-sin (ac2 . y) fiir alle (a, b, C)T € {(2, %,O)T ; (1, g,O)T}

c) D:= { ('r’,s,t)T eR3 ‘ t#£ —25}, F(z,y,2) = zyﬁz — % und (a, b, c)T = (1, 1,2)T
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Aufgabenblatt 37 DiffMehrDim /MWS

(3]

DiffMehrDim/MWS/Ag_DifferentiationMehrdimensional MWSmitExponentialfunktion.tex

Aufgabe 37.203 (Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen)

a) Seien a und b beliebige Zahlen. Zeigen Sie die Ungleichung  |ab| < 5 - (\a|2 + |b|2> !

b) Es seien f: R? — R mit (x,y)T — f(z,y) = € und Uy ((O,O)T

N—

= {u_)' e R? | ||lw| < 2}.
Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, dass

(@) — f (D) <26 ||a—5| fiiralle @ € Uy ((0,0)T> und alle 7 € Uy ((o,o)T) gilt.
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Aufgabenblatt 38 DiffMehrDim /Taylor

m DiffMehrDim/Taylor/Ag_DiffMehrDim_Taylor3DLinearMitRestgliedabschaetzung. tex

Aufgabe 38.204 (lineares Taylorpolynom im Mehrdimensionalen)
Seien f: R? — R mit (a; Yy z)T = f(2,y,2) == y*+ 2z -sin(z) und @ := (% -1 \/§)T

Geben
(z v
Tipps:

SieT das Taylorpolynom T} r; an und zeigen Sie ‘f(a:,y,z) — T fa(x,y, z)’ < % fiir alle
z2) €D :={TeR|||i-d| <5} !
Fiir die ,,Zwischenstelle® ¢ existiert ein ¢ € (0;1) mit E=a+t- ((a: Yy z)T - d’).

Vielleicht wollen Sie ¢, := 7 +1t- (x — %) als Abkiirzung verwenden.

§ | | DiffMehrDim/Taylor/Ag_DiffMehrDim_TaylorMATEX.tex

Aufgabe 38.205 (Taylorpolynome)
Berechnen Sie das Taylor-Polynom T5 ¢ (5,4, ((z,9)) vom Grad 2 fiir die Funktion f: R2DD — R
am Entwicklungspunkt (xg,yo):

a) f(xay) = 21"4 + 21’33/ - 2l’y2 - 2y37 C) f(x7y) = CO8 (_2$ - y)v (an yO) = (_17 2)7
(0, 90) = (2, -2),

d) f(z,y) = cos (y3 -2z —1),
(0, 0) = (2,0),

b) f(z,y) = 2°y+a’y+22°+ 2%y —2ay° ~2¢°, L
(z0,50) = (2,—2), e) fla,y) =T 2] (00 oy = (0,1).

71



./DiffMehrDim/Taylor/Ag_DiffMehrDim_Taylor3DLinearMitRestgliedabschaetzung.tex
./DiffMehrDim/Taylor/Ag_DiffMehrDim_TaylorMATEX.tex

Aufgabensammlung Mathematik ®
A\‘(IT MINT-Kolleg am KIT P e

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 39 DiffMehrDim /Umkehrbar

E DiffMehrDim/Umkehrbar/Ag_UmkehrbarMehrDim_Einstieg3D.tex

Aufgabe 39.206 (Umkehrsatz)
Sei f: R? = R3 mit (z,y,2)" — f(z,y,2) = (x+y+ 22y,y2)".

a) Zeigen Sie, dass f in einer Umgebung U C R? des Punktes (2, 1, 2)T lokal umkehrbar ist!
b) Bestimmen Sie alle (z,y,2)" € R? mit f (2,9, 2) = (5,2,2)" !

—1\/
c) Berechnen Sie die Ableitung <ﬂU ) (5,2,2) = Jﬂfl (5,2,2), wobei ﬂU die Ein-
U

schrinkung von f auf den neuen Definitionsbereich U bezeichnet!

DiffMehrDim/Umkehrbar/Ag_UmkehrbarMehrDim_ErstInvertierenDannEinsetzen2DVierUrbilder.
tex

.

Aufgabe 39.207 (Umkehrbarkeit)
Sei f: R? — R? mit (z,y)" — f(z,y) = (29: + y2,3$y2)T.

a) Priifen Sie, an welchen Stellen f nicht lokal umkehrbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunk-

tion ist und zeichnen Sie alle diese Stellen in ein Koordinatensystem ein!

b) Berechnen Sie dort, wo f lokal umkehrbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion ist, die
Ableitung der Umkehrfunktion!

-1\’ -1
Hinweis: Sie konnen (ﬂ ) (v,w) in Abhéngigkeit von & und y mit (z,y)" = ﬂ (v, w) angeben.
U U

¢) Geben Sie fiir alle méglichen Umkehrfunktionen von f, deren Definitionsbereich den Punkt (6,12)"
enthélt, die Ableitung der Umkehrfunktion an diesem Punkt an!
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Aufgabenblatt 40 DiffMehrDim/Vektorwertig

m DiffMehrDim/Vektorwertig/Ag_DiffMehrDimKettenregel Eindimensional.tex

Aufgabe 40.208 (,eindimensionale Funktionen mit der Kettenregel ableiten)
Berechnen Sie die Ableitung von f o g einmal, indem Sie die mehrdimensionale Kettenregel verwenden,
und einmal, indem Sie ¢ in f einsetzen und die sich ergebende Funktion einer Variablen ableiten!

2 COS
3 ) =mtg0= (")) ) I =at i 50 = (o0 )

b) /() = 33’ () = <5 . lil (t)) d) f(x,y) = arctan (x) 4 arctan (y), g (t) = <t12)

t

m ‘ DiffMehrDim/Vektorwertig/Ag_DiffMehrDimKettenregel R2NachR2InR2NachRiEinsetzen.tex ‘

Aufgabe 40.209 (Die Kettenregel)
Es sei F (Z) := f(§ (%)) die Verkettung der Funktionen §: R?> — R? und f: R? — R. Berechnen Sie
die Ableitung von F jeweils direkt (erst verketten, dann ableiten) und durch die Kettenregel:

Yy cos (mx)

f(u,v) :==u? —v I (u,v) := u? + v? f (u,v) := buv

m DiffMehrDim/Vektorwertig/Ag_DiffMehrDimKettenregel R2NachRAUndRANachR2.tex

Aufgabe 40.210 (Kettenregel im komplett mehrdimensionalen Fall)

3
Seien §: R* — R? mit (a, 8,7,6)" — §(a, 3,7,6) := <75af ;25_ 1)

und h: R2 — R* mit ()" — ﬁ(x,y) = (x3y2, xy + 22, 2%y, x)T.
Berechnen Sie jeweils die Ableitungen von g o h und von ko g mit Hilfe der Kettenregel!
Tipp: Benutzen Sie s := a3 + 6 und t := v + 82 — 1, um Schreibarbeit zu sparen!

(3]

Aufgabe 40.211 (Totales Differential)
Berechnen Sie die Ableitungsmatrix (Jacobi-Matrix) von folgenden Funktionen! Schreiben Sie auf, von
welchem Raum und in welchen Raum diese Funktionen abbilden:

DiffMehrDim/Vektorwertig/
Ag_DiffMehrDimVektor_JacobiMatrizenOhneStationaerePunkteBestimmen.tex

a) §(z.y) = 22 + o2 1 Finden Sie, falls moglich, je-
’ 22 —y+1 . x weils einen stationdren Punkt
c) h(z,y,z):= yt+w der Funktion, also einen Punkt,

- cos (27t) -2 in dem die Ableitung die Nullma-
b) k(t) := sin (27t) sin (mryz)/  trix ist.

E DiffMehrDim/Vektorwertig/Ag_Differentiation_Mehrdimensional_Kettenregel3.tex

Aufgabe 40.212 (Kettenregel)
Fiir die Funktionen g : Ri — R? und h : Rﬁ_ — R3mit Ry :={teR:t> 0},

sin (x) - cos (y) — z

un w,0)T = h(u,v) = | u?-v
m-ln(y)—i—sin(z)) d (u,0)" = h (u,v)

(@,9,2)" = § (2,9, 2) = (

—

berechnen Sie die Ableitung der Funktion fi=go h in dem Sie
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a) die Funktion f explizit bestimmen und die Ableitungen berechnen.

b) die Ableitungen ¢ und R’ bestimmen und die Kettenregel verwenden.

E DiffMehrDim/Vektorwertig/Ag_Differentiation_Mehrdimensional_Klausur_HM2ETIT.tex

Aufgabe 40.213 (Differenzialrechnung in R", Teilaufgabe einer Klausur fir ETIT aus dem Herbst 2012)
Die Funktion §: R? — R? mit (:n, y)T > G (z,y) sei auf R? differenzierbar. Die Komponentenfunktionen
von § werden mit g1 : R> = R und g5 : R> = R bezeichnet, so dass

G(z,y) = @ Eig%) fiir alle (i) € R?

ist. Weiter sei ¢: R — R mit ¢t — ¢ (¢) eine differenzierbare Funktion mit
g1=wpogy  auf R?
d.h. es gilt g1 (z,y) = ¢ (92 (z,y)) fiir alle (a:,y)T € R2. Zeigen Sie
det (Dg(z,y)) =0 fiir alle (m,y)T e R?

Hinweis zur Notation: D§ = §' = Jz bezeichnet die Ableitung bzw. Jacobi-Matrix von g.
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Aufgabenblatt 41 FktAllg/BildUrbild

m FktAllg/BildUrbild/Ag_BildUrbild_Diskret.tex

Aufgabe 41.214 (Bild und Urbild einer diskreten Abbildung)
Gegeben sei die Abbildung g: R — R iiber die Wertetabelle

Sonst

6

3 4 5
1 4 5

1 2
gm) |2 3

sowie die Mengen A = {0,2,6}, B =R und C = [0, 1]. Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

a) g(B) b) 9(C) c) g7 (4) d) g7(B) e) g7(C)

E FktAllg/BildUrbild/Ag_BildUrbild_Diskret2.tex

Aufgabe 41.215 (Bild und Urbild einer diskreten Abbildung)
Gegeben sei die Abbildung g: R — R iiber die Wertetabelle

1 2 3 4 5 Sonst
gm) |2 3 1 4 5 6

sowie die Mengen A = {0,2,6}, B =R und C = [0, 1]. Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

a) g(B) b) 9(C) c) g7 (4) d) g~(B) e) g7 (C)

Bestimmen Sie zudem die Klasseneinteilung/Partitionierung von R durch die Aquivalenzrelation a ~
b < g(a) ~ g(b) sowie die Urbildmengen g~!([z]) der Klassen.

m FktAllg/BildUrbild/Ag_BildUrbild_Parabel.tex

Aufgabe 41.216 (Bild und Urbild einer Parabel)
Gegeben sei die Abbildung f: R — R mit z + f () := 2> — 2 sowie die Mengen A = {0,2,6}, B=R
und C = [0, 1].

a) Bestimmen Sie die Bildmengen f(A), f(B) und f(C)

b) sowie die Urbildmengen f~1(A), f~1(B) und f~1(C).

m FktAllg/BildUrbild/Ag_BildUrbild_ParabelSchoeneZahlen.tex

Aufgabe 41.217 (Bild und Urbild einer Parabel)
Gegeben sei die Abbildung f: R — R mit z + f () := 42 — 22 sowie die Mengen A = {0,3,4}, B=R
und C = [0, 3].

a) Bestimmen Sie die Bildmengen f(A), f(B) und f(C)
b) sowie die Urbildmengen f~1(A4), f~1(B) und f~1(C).
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Aufgabenblatt 42 FktAllg/Eigenschaften

m ‘ FktAllg/Eigenschaften/Ag_Abbildungen_Paarabbildungen.tex

Aufgabe 42.218 (Paarabbildungen)
Es seien A und B jeweils Mengen und f : A — A sowie g : B — B jeweils bijektive Selbstabbildungen.
Rechnen Sie nach, dass die Paarabbildung

fxg: AxB — AxB , (a,b) — (f(a),g(b))

ebenfalls bijektiv ist.

m FktAllg/Eigenschaften/Ag_BildUrbild_Schnittoperation.tex

Aufgabe 42.219 (Schnitte von Bildmengen)
Zeigen Sie fiir Abbildungen f : A — B, dass f(X NY) C f(X)N f(Y) ist, und Gleichheit falls f
bijektiv ist (mit Gegenbeispiel, dass im Allgemeinen nicht Gleichheit gilt).

E FktAllg/Eigenschaften/Ag_InjSur_BegriffeAnZweiEndlichenMengenUeben.tex

Aufgabe 42.220 (Injektivitdt und Surjektivitdt von Funktionen)
Seien ® := {Tisch; Hocker; Couch; Bett; Regal} und € := {Deutsch; Englisch; Latein; Spanisch}.
Geben Sie jeweils eine Funktion f: D — W mit « — f () und {D; W} = {®;Q} an,

a) die surjektiv, aber  b) die injektiv, aber c) die weder injektiv
nicht injektiv ist! nicht surjektiv ist! noch surjektiv ist!

d) Finden Sie eine Menge Z D ), so dass es eine bijektive Funktion g: & — = mit t — g () gibt!

Geben Sie eine solche Funktion g und auch deren Umkehrfunktion an!

E FktAllg/Eigenschaften/Ag_InjSur_QuadrateUndKartesischesProdukt.tex

Aufgabe 42.221 (Eigenschaften von Abbildungen)
Sei W := {0,2,4,6}. Entscheiden Sie fiir jede dieser Abbildungen, ob sie surjektiv/injektiv/bijektiv
ist. Geben Sie jeweils einen kleinen Beweis oder ein Gegenbeispiel an, um Thre Aussagen zu begriinden:

a) f:R— Rmit f(z) :=2—2zx d) ¢: [0,1]x[0,1] — [0, 2] mit q(x,y) := 22 +y?
b) g: {1,2,3} — W mit g(a) :=a? —a
c) h: {0,1,3} = W mit h(a) :=a®—a e) z: R = R x R mit z(z) := (2%, —2)

m FktAllg/Eigenschaften/Ag_InjSur_VerschBeweiseVerkettungProdukt.tex

Aufgabe 42.222 (Eigenschaften abstrakt nachweisen)
Zeigen Sie mit einem kleinen Beweis, dass diese Aussagen richtig sind:

a) Sind g: B — C und f: A — B injektiv, dann ist auch die Verkettung g o f injektiv.

b) Sind g: B — C und f: A — B bijektiv mit Umkehrabbildungen ¢~ ': C — Bund f~': B — A4,
dann ist auch g o f bijektiv mit (go f)~! = f~tog™L

c) Verketten ist assoziativ: ho (go f) = (hog)o f (damit macht der Ausdruck ho go f erst Sinn).

d) Ist f: A — B irgend eine Abbildung, so ist die Abbildung A — A x B, a + (a, f(a)) injektiv.
Ist sie auch bijektiv?
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m FktAllg/Eigenschaften/Ag_InjSurj_verschAbbildungen.tex

Aufgabe 42.223 (Abbildungseigenschaften: injektiv, surjektiv, bijektiv)
Entscheiden Sie, welche der Eigenschaften injektiv, surjektiv bzw. bijektiv welcher Abbildung zuge-
schrieben werden kénnen!

o g {10120 =012}, Q) g JmsT = L,
) J: {x = f(x) =2% -2 ) u: {x — u(z) := sin (32)
b) g {R — [0, 00), o) u: {{0,1} x {a,b} — {a,b} x {0,1},
e - gle) = Va2 (@) = v(z,y) = (y, )
O h: {{0,1,2} — R, £ w: {{0,1} x {0,1} — {0,1},
Nz — h(z) = cos (3mz) () = w(x,y) = |y — 2|
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Aufgabenblatt 43 FktAllg/Verkettung

E FktAllg/Verkettung/Ag_Verkettung_AbbRaumLinksInverse.tex

Aufgabe 43.224 (Abbildungen und Verkniipfungen)
Sei M die Menge aller Abbildungen von {—1,0, 1} in sich, und g € M mit g(z) = —x fir x € {—1,0,1}.
Weiter werden die Abbildungen A: M — M mit f+— —f und B: M — M mit f — ¢ - f betrachtet.

a) Berechnen Sie die Kompositionen Ao Ao A und B o B. Geben Sie auferdem eine Abbildungen
H: M — M an, sodass H o A die identische Abbildung auf M ist.

b) Warum gibt es keine Abbildung K: M — M, sodass K o B die identische Abbildung auf M ist?

E FktAllg/Verkettung/Ag_Verkettung_DiskretHochl00.tex

Aufgabe 43.225 (Abbildungen verketten)

Es sei g: R — R die Abbildung aus Aufgabe Bestimmen Sie die Wertetabellen fiir die folgenden
Abbildungen. Dabei wird die Potenz einer Funktion als entsprechend haufige Mehrfachausfiihrung
interpretiert:

a) g b) ¢ c) ¢* d) ¢g'®

m FktAllg/Verkettung/Ag_Verkettung_NotationUeben.tex

Aufgabe 43.226 (Abbildungen verketten und umkehren)

Seien Rf := {t € R |t >0} und p: R — R mit 2 — p(z) := 23. Berechnen Sie fiir alle u € {f;g;h}
jeweils Zuordnungsvorschriften der Abbildungen u? := uouow, u™t, u™3 = (u3)_1 und p o u:

a) f:R—>Rmitz— f(z):=5z c) h: {1;5;7} — {1;5;7} mit 1 — h (1) := 5,

5+ h(5):=1 und h(7):=7.
b) g: Ry — R} mit ¢t g (t) =12 = 1 (5) und 7 — h (7)

Hinweis: Diese Abbildungen sind bijektiv, das brauchen Sie aber nicht zu zeigen.
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Aufgabenblatt 44 FktEinDim/EigenschaftenReell

m FktEinDim/EigenschaftenReell/Ag_Funktionen_MengeGraphUmkehrfunktion.tex

Aufgabe 44.227 (Funktion, Umkehrfunktion und Zusammenhénge)

Fiir jede der folgenden Funktionen fithren Sie jeweils folgende Schritte aus:
e bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge sowie die Bildmenge,
e skizzieren Sie den Graph,
e ermitteln Sie die Umkehrfunktion, sofern diese existiert, und

e skizzieren Sie auch deren Graph (im selben Koordinatensystem wie den Graph der Funktion).

B

a) f(x) =

—4 b) g(m):\/x—1+\/x+1 d) u(ac):ln x2
1 ¢) hz)=27% 11 <\/:)

B

E FktEinDim/EigenschaftenReell/Ag_Funktionen_ParameterBestimmenNichtLineareGl.tex

Aufgabe 44.228 (Funktionsterm spezifizieren)
a) Bestimmen Sie die Parameter a € R, b€ R und c € R\ {O; —%} einer Funktion

a.4bx

(sin (7)) >+ 2¢

f: {t eR ) (sin (7Tt))2 #* —20} —R mit = f(z) =

derart, dass der Graph von f durch die Punkte (—1;12), (0;3) und (%;2) verlduft!

b) Das System der Gleichungen zur Bestimmung der Parameter ist nichtlinear. Begriinden Sie dies!
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Aufgabenblatt 45 FktEinDim /ExpLn

m FktEinDim/ExpLn/Ag_ExpFkt_AUndBInAMalBHochXAusZweiPktBestimmen.tex

Aufgabe 45.229 (Exponentialfunktionen bestimmen)
Seien a € R, b€ Rmit 1 #b >0 und fup: R = R mit  — fo (z) := a - b*. Bestimmen Sie a und b
derart, dass die folgenden Mengen eine Teilmenge des Graphen Gy, , von fg bilden!

a) {(1;12)"5(3:108)"} ) {(-1:3)":(2192)"} ) {(3:20)"51597} @) {(@:9)":(51)"}

m FktEinDim/ExpLn/Ag_Exponentialfunktion_GraphenExpLnl_mittel.tex

Aufgabe 45.230 (Graphen von Funktionen, die exp und In enthalten)
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der jeweiligen Funktion und skizzieren Sie den zuge-
horigen Graphen:

a) z— f(z) =e*4 c) 2+ h(z) =2 — e~ e) s—u(s)=1In(4—s)

b) y— gy) = @ d) r — u(r) = In(r?) f) t+— w(t) =In(9 —t?)

m FktEinDim/ExpLn/Ag_Exponentialfunktion_Grundlagen_leicht.tex

Aufgabe 45.231 (Grundlagen Exponentialfunktionen)
Gegeben ist eine Exponentialfunktion der Form y = a-b* mit a # 0 und b > 0 (sowie b # 1, warum?).

a) Wir setzen a > 0 voraus. Geben Sie jeweils ein (Anwendungs)Beispiel fiir eine wachsende und
eine fallende Exponentialfunktionen an und skizzieren Sie die zugehdrigen Graphen.

b) Wir setzen nun a < 0 voraus. Geben Sie wiederum jeweils ein (Anwendungs)Beispiel fiir eine
wachsende und eine fallende Exponentialfunktionen an und skizzieren Sie deren Graphen.

c) Konnen Sie a und b derart wéhlen, dass der Graph von y = a - b® die x-Achse schneidet? Falls
ja, geben Sie ein Beispiel an.

d) Koénnen Sie a und b derart wihlen, dass der Graph von y = a-b® eine Gerade ist? Falls ja, geben
Sie ein Beispiel an.

e) Der Graph einer Exponentialfunktion verlduft durch die Punkte P = (O; g) und Q = (g, 1).
Bestimmen Sie den Koeffizienten a und die Basis b.

m FktEinDim/ExpLn/Ag_Exponentialfunktion_WachstumsfunktionenAufstellen_mittel.tex

Aufgabe 45.232 (Exponentialfunktionen aufstellen)
Als Verdopplungszeit ty bezeichnet man die Zeitspanne, in der sich ein Bestand B(t) verdoppelt. Ent-
sprechend ist die Halbwertszeit t/, bei abnehmendem Bestand definiert:

B(t+1t) =2 B(t) bzw. B<t+t%> ~1.B@).

Bestimmen Sie jeweils eine exponentielle Bestandsfunktion B mit B(t) = a - b?, fiir die gilt:
a) B(0) = 10 und Verdopplungszeit to = 3; ¢) B(0) = 15 und Halbwertszeit t1 = 4;
2

b) B(0) =5 und 2% Zunahme pro Zeiteinheit;  d) B(0) = 2 und Verzehnfachung in 5 Zeitein-
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heiten; e) B(0) =100 und 15 % Abnahme pro Zeitein-
heit.

m FktEinDim/ExpLn/Ag_Logfkt_ExpWachstumsprozesseVergleichen_mittel.tex

Aufgabe 45.233 (Exponentielle Wachstumsprozesse vergleichen)
Bei drei exponentiellen Wachstumsprozessen mit By (t) = aj, - b, wobei k € {1,2,3}, wurden jeweils
zu zwel unterschiedlichen Zeitpunkten Messwerte erfasst:

Bi(3) =

CBi(9) =325 B(3)=3, B() =27 5 Bs(3)=3, Bs(5) =3

N
wl—

a) Zu welchem Zeitpunkt wird jeweils die Messwertgrenze von 100 erreicht?
b) Zu welchem Zeitpunkt hat sich der jeweilige Bestand By verdoppelt?

c) Gibt es einen Zeitpunkt, an dem alle drei Prozesse den gleichen Bestand haben?
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Aufgabenblatt 46 FktEinDim /Fortsetzung

§ | | FktEinDim/Fortsetzung/Ag_Fkt_VerschiedenFortsetzen.tex

Aufgabe 46.234 (Fortsetzungen von Funktionen)
Eine Funktion f: D — R mit  — f(x), D # () und —z € D fiir alle z € D heift ,gerade”, falls
f(=z) = f(x) fir alle z € D gilt und ,jungerade”, falls f (—x) = —f (z) fir alle x € D gilt.

. . —32® + 7z, fire<?T
Seien [ := [0;7] und h: I — R mit  — h(z) = ) . 2.
—sin(2z), firz> 7
a) Geben Sie eine m-periodische Funktion hy, e) Geben Sie eine 2m-periodische ungerade
mit hp|, = h an und skizzieren Sie ihren Funktion u, mit wuy|, = h an!
Graphen!
b) Geben Sie eine gerade Funktion ¢ mit f) Welche Voraussetzung muss eine auf I defi-
g|; = h an und skizzieren Sie ihren Graphen! nierte Funktion erfiillen, um ungerade fort-

gesetzt werden zu konnen?
c) Geben Sie eine ungerade Funktion w mit

=h d skizzi Sie ihren Graphen!
uly AL TIRE SilzzICren SIeTen ttaphen g) Welche Voraussetzung muss eine auf I defi-

d) Geben Sie eine 27m-periodische gerade Funk- nierte Funktion erfiillen, um ungerade und
tion g, mit g,|, = h an! 2m-periodisch fortgesetzt werden zu kénnen?
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Aufgabenblatt 47 FktEinDim /Graphen

§ | | FktEinDim/Graphen/Ag_FktEinDim_GraphTransform.tex

Aufgabe 47.235 (Graphen transformieren)
Seien g: R — R mit z — g (z) und h: R — R mit & — h (x) zwei Funktionen, von deren Graphen G,
und Gy, Sie in den folgenden beiden Schaubildern jeweils einen Ausschnitt sehen.

3
—4 -3 -2
Skizzieren Sie fiir alle f € {g; h} Ausschnitte der Graphen der folgenden Funktionen!
a) up: R — Rmit x— f(x)+4 d) re: R —= R mit z — f(3z)
b) v;: R—>Rmitz— 3 f(z)—3 e) s;r R Rmitz— —2- f(2)+1
c) wr: R—=Rmit . — f(2—x) f) t;:R—Rmitz— - f(2z+4)+2

§ | | FktEinDim/Graphen/Ag_Funktionen_DefmengeUndGraphen.tex

Aufgabe 47.236 (Definitionsmengen und Graphen)

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge D C R der Funktion f: D — R mit « — f (z), deren
Werte sich durch die angegebene Zuordnungsvorschrift berechnen lassen!

Skizzieren Sie zudem einen passenden Ausschnitt des Graphen Gy von f !

a) f(z):=vr+1 d) f($)3:—$3+§ g) f(az)::‘ac2+2aj+1}
4o — 7
b) f(x) ;:% e) f(x):=+v4—2z h) f(z) = 3 |
D) )= — - 37
c) f(x):=|-3+2z| T (-2 i) f(z) = 9

§ | | FktEinDim/Graphen/Ag_Funktionen_GraphenAusNullstellenZeichnen.tex

Aufgabe 47.237 (Graphen skizzieren)

Skizzieren Sie die Graphen der durch ihre Gleichungen gegebenen Funktionen nur mit Hilfe der Null-
stellen:

a) f(z)=—(22=-9) (z—-1) d) f(z)=(@—-2)-(4+2)-(2-2)
b) f(z)=(z+2)-(z-3) - (z-4) e) f(z)=2"(z-2) (x—4)
c) fz)=(1—-2) (z*-1) f) f(z)=0B-z) (22 +1)
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g) f@)=(@-1)-(1+z)-2—=) (6+x)

h) f(z) = (z*-3)- (3—2?)

(3]

FktEinDim/Graphen/Ag_Funktionen_GraphenTransformieren.tex

Aufgabe 47.238 (Graphen transformieren)
Betrachten Sie die folgenden Schaubilder ...

a)

14+
12+
10+

ol -
—_

... jeweils als Graph einer Funktion f: D - R, x — f(z) mit D C R.

Skizzieren Sie zu jeder Funktion unter a) bis d) die Graphen der Funktionen

(i)
(i)
(i)

)

(iv

wobei D; C R fiir alle j € {1,2,3,...,7}.

fi:Di =R, z— f(x)+2
fo:Dy - R, z+— 2 f(x)—3
f3:D3s =R, z— f(—x+1)
fa:Dy =R, z— f(4x)

(v) f5:D5—>R,az»—>f(%)+1
(vi) fo: Dg =R, z+— f(2x +3) —2

(Vii) f7:D7—>R, l’>—>3'f(—3l’—1)+5,

Verstindnisfrage: Wieviele Graphen sollen Sie skizzieren?
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Aufgabenblatt 48 FktEinDim/Hyperb

m FktEinDim/Hyperb/Ag_HyperbolischeFunktionen_tanh.tex

Aufgabe 48.239 (Umkehrfunktion des tanh)
Zeigen Sie, dass der Tangens hyperbolicus tanh auf seinem Definitionsbereich R injektiv ist und geben
Sie eine Zuordnungsvorschrift der Umkehrfunktion Area Tangens hyperbolicus artanh an.
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Aufgabenblatt 49 FktEinDim /Polynome

m FktEinDim/Polynome/Ag_Funktionen_PolynomtermBestimmen.tex

Aufgabe 49.240 (Funktionsterm aufstellen)
Der Graph einer Polynomfunktion f: R — R mit  — f (x) und grad(f) < 3 verlauft durch die Punkte
(=3;0), (—=2;8), (0;—6) und (—1;4).

Wie lautet der zugehorige Funktionsterm?

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polyn_FaktorisierenMitZweilrreduziblenTermen.tex

Aufgabe 49.241 (Multiplikative Darstellung von Polynomen)
Geben Sie von den folgenden Polynomen die multiplikative Darstellung an!

a) p: R — R mit .+ p(x) := 2% — 525 + 92* — 3023 — 450 — 27

b) ¢: R — R mit ¢ — q (¢) := 4t5 — 12¢t* — 93 — 25¢% — 9t — 12
Tipps: q hat eine ganzzahlige Nullstelle. Fiir alle ¢t € R gilt 7¢% = 4t + 3t

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polyn_FaktorisierenOhneHuerden.tex

Aufgabe 49.242 (Polynome faktorisieren)
Geben Sie fiir die folgenden reellen Polynome jeweils eine Menge von moglichen rationalen Nullstellen
an! Bestimmen Sie auferdem die multiplikative Darstellung der Polynome!

a) f: R — Rmitz~ f(z):=2%+ 522 -8z — 12
b) g: R — R mit t + g (t) := 2t3 — 5t2 — 94t + 48

c) h: R = Rmit ¢ h(p):=¢®—50%+ 50> — p? + 24¢p — 36

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polyn_UmentwickelnAusFaktorisierenOhneHuerden.tex

Aufgabe 49.243 (Polynome umentwickeln)
Entwickeln Sie die folgenden Polynome je einmal um 2 und einmal um —6 !

a) f:R—=Rmitz+— f(v):=23+522—8r— 12
b) g: R — R mit t > g (t) := 2t3 — 5t2 — 94t + 48

c) h: R— Rmit ¢ = h(p):= (<p—2)2-(<p—3)~(g02+2<p+3)

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_HornerSchema_leicht.tex

Aufgabe 49.244 (Hornerschema)
Berechnen Sie mit dem Hornerschema

a) p(3), p(—1) und p(2) fiir p(z) = 2* — 2%+ — 3,

b) p(5), p(=3) und p(4) fiir p (z) = 25 — 62* — 72> + 612 + 2 — 6.

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_ParabelnInteressantePunkte_leicht.tex

Aufgabe 49.245 (Eigenschaften von Parabeln)
Berechnen Sie die Scheitelpunkte, Nullstellen und die gemeinsamen Punkte der folgenden Parabeln
und zeichnen Sie diese anschliefiend:
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a) f(z)=32%+4x -2 b) p(x) =422 — 10z — 4 c) u(z) = -4z -2z +5
g(x)=—22"+6x—1 q(z) = —322 + 4z — 6 v(e) =22 —x—3

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_PolyDivLinearfaktorAbspalten.tex

Aufgabe 49.246 (Linearfaktor abspalten)

Das Polynom p: R — R mit = + p (z) := 323 — 322 — 122 + 12 besitzt die Nullstelle z1 := 1.
Schreiben Sie p als Produkt zweier Polynome!

Koénnen Sie auch die multiplikative Darstellung von p angeben?

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_PolyDivMitRestDreiBisZweiSchritte.tex

Aufgabe 49.247 (Polynomdivision)
Fiithren Sie eine Polynomdivision aus!

)2x4+3x3—4m2—3 )—a4+2a3—3a+7
a C
24+x—2 202 — 8
b) dut +15u° + B u? —u a) 2t — 5¢3 — 62 4 20t — 8
w2 +4u+4 34+ 2t2 —5t—6

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_PolyDivMitRestDreiZweiDreiSchritte.tex

Aufgabe 49.248 (Polynomdivision)
Fiihren Sie eine Polynomdivision aus!

6t* + 7t3 — 5t2 + 22t — 13 b) 24 4723 — 2424+ 4 0 9x* — 2723 + 2922 — 23
224+ 3t—14 23 4+ 9222 — 4z 322 —4x+6

a)

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_PolyDivMitRestZweiBisDreiSchritte.tex

Aufgabe 49.249 (Polynomdivision)
Fiithren Sie eine Polynomdivision aus!

203 + 22 —6x + 4 b) A422-32+41 0 6t* —t3+2t+4
2+ 3 23+ 322+ 2 212 —t—3

a)

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_PolynomeAusPunktenBestimmen_leicht.tex

Aufgabe 49.250 (Polynomfunktionen bestimmen)
Es werden jeweils Polynomfunktionen gesucht, zu deren Graphen die angegebenen Punkte gehoren.
Die Terme der Funktionszuordnung y = f (z) sollen moglichst einfach aufgebaut sein.

a) P1 = 1,2) und P2 = (2,*3) g) P1 = (1,2), P2 = (2,1) und P3 = (3,2)
b) b = ,—1)undP2:(l,0) h) Plz(0,0), P2:(_2a1) undP3:(2a_1)

C) P1 =
l) P1 = (27 —1), P2 = (1, 1) und P3 = (—2, —2)

D P=(5) Po= (1) md Py = (-, 3)

m FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_QuadErgDreiEinfuehrungsBspe.tex
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Aufgabe 49.251 (quadratische Ergénzung)
Seien a € R, B € R, v € Rund pag,: R = R mit x = py 5 (x) :=a-(r— ) (r — ). Bestimmen
Sie a, 8 und ~ unter Zuhilfenahme von quadratischer Ergdnzung, wenn fiir alle z € R gilt:
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a) pagy (T) = 22 + 8x — 48 b) pas(x) = 522 + 20z — 60 C) Papy(x) = 922 — 30x + 24

§ | | FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_faktorisieren_mittel.tex

Aufgabe 49.252 (Faktorisieren)
Schreiben Sie folgende Polynome als Produkt von Linearfaktoren und gegebenenfalls quadratischen

Termen, die keine Nullstellen besitzen.

a) f(r)=2%—-3x+2 e) q(z) =a*+ 223 — 722 — 8z 4 12

b) g(z) = —23 + 11z f) u(x) =2* — 23 — 1322 + 252 — 12
c) h(z)=—a3—22% +42+8 g) v(z) =4z + 423 — 1322 — Tx +6
d) p(x) =323 — 422 + 92 — 12 h) w(z) =32+ 1123 — 22 — 192 + 6

m FktEinDim/Polynome/Text_LGS_PolynomfktKleinstenGradesDurchGegebenePkte.tex

In \MAgSPfadLA/LGS/ReellEindeutigeLsg/Ag_LGS_PolynomfktKleinstenGradesDurchGegebenePkte
findet sich eine weitere Aufgabe zu Polynomen.

89


./FktEinDim/Polynome/Ag_Polynome_faktorisieren_mittel.tex
./FktEinDim/Polynome/Text_LGS_PolynomfktKleinstenGradesDurchGegebenePkte.tex

Aufgabensammlung Mathematik ®
A\‘(IT MINT-Kolleg am KIT P A oee

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 50 FktEinDim /Rational

m FktEinDim/Rational/Ag_Funktionen_DefmengeUndGraphen?2.tex

Aufgabe 50.253 (Definitionsmengen und Graphen)

Betrachten Sie die nachstehenden Zuordnungsvorschriften und bestimmen Sie derart die maximale
Definitionsmenge in R, dass sich jeweils eine Funktion in die reellen Zahlen ergibt. Skizzieren Sie
zudem einen passenden Ausschnitt des Graphen.

a) f($):% c) f(x):x3_a;t3f2_3 e) f(x):$24f2
2 23 —x+32%2 -3 z2
b) f@)= V@)= g D=
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Aufgabenblatt 51 FktEinDim /Trig

E FktEinDim/Trig/Ag_ArkusFkt_GraphenUndIneinanderUmrechnen. tex

Aufgabe 51.254 (Umrechnungsformeln fiir die Arkus-Funktionen)
In dieser Aufgabe soll untersucht werden, wie die Arkus-Funktionen miteinander zusammenhéngen.

a) Zeichnen Sie die Graphen von arcsin und arccos mit unterschiedlichen Farben!

b) Spiegeln Sie die beiden Graphen an der horizontalen Achse! Was stellen Sie fest?

c) Setzen Sie in eine Umrechnungsformel von sin zu cos eine geeignete Arkus-Funktion ein, um eine
Umrechnungsformel von arcsin zu arccos zu erhalten!

Tipp: Verwenden Sie eine Umrechnungsformel, bei welcher Argumente des Sinus, die aus dem
Wertebereich des Arkus Sinus kommen, in Argumente des Kosinus aus dem Wertebereich
des Arkus Kosinus verwandelt werden!

d) Entwickeln Sie aus den fiir alle ¢ € R giiltigen Umrechnungsformeln sin (5 — ¢) = cos (¢) und

sin (g — cp) = cos (¢) eine Umrechnungsformel zwischen Tangens und Kotangens!

Gewinnen Sie hieraus eine Umrechnungsformel zwischen Arkus Tangens und Arkus Kotangens!

m FktEinDim/Trig/Ag_ArkusFkt_NegativeArgumente.tex

Aufgabe 51.255 (Negative Argumente in den Arkusfunktionen)

Zur Losung von Gleichungen der Form sin (@) = ¢, cos(p) = t, tan(¢) = x oder cot (¢) = = mit
vorgegebenen ¢t € [—1;0) und = € (—o00;0) ist es hilfreich, arcsin (—t), arccos (—t), arctan (—z) und
arccot (—x) mit Hilfe von arcsin (¢), arccos (t), arctan (z) und arccot (z) darzustellen.

a) Finden Sie fiir alle t € [—1; 1] eine Darstellung von arcsin (—t) durch arcsin (¢), indem Sie arcsin ()
in die Symmetriegleichung sin (—¢) = — sin (¢) fiir alle ¢ € R einsetzen!

b) Gehen Sie analog fiir arctan, arccos und arccot vor!

m FktEinDim/Trig/Ag_Funktionen_Additionstheoreme.tex

Aufgabe 51.256 (Additionstheoreme)

a) Zerlegen Sie 6 - sin (3u + %’r) fiir alle v € R in einen Sinus- und einen Kosinusterm!

b) Zerlegen Sie 2 - cos (2v — %’r) fiir alle v € R in einen Sinus- und einen Kosinusterm!
c) Beweisen Sie sin (4z) = 4 - sin (z) - cos (z) — 8 - cos (z) - (sin ())? fiir alle z € R !
d) Beweisen Sie cos (4t) = 8 - (cos (t))* — 8 - (cos (t))* + 1 fiir alle t € R !

z

e) Beweisen Sie sin (y) + sin (2) = 2 - sin (¥52) - cos (42) fiir alle y € R und alle z € R !

f) Finden Sie ein (C,p,v)" € R3 mit 3 - sin (4s) — v/3 - cos (4s) = C - sin (ps + 1) fiir alle s € R !
g) Finden Sie ein (D, q,9)" € R3 mit sin (w) + 3 - cos (w) = D - sin (qw + 9) fiir alle w € R !

h) Finden Sie ein (E,r,x)" € R® mit sin (nt) — cos (7t + §) = E-sin (rt + x) fiir alle t € R !
Tipp: Es ist tan (%) =v2-1.
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m FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_AddTheoFuerDoppelteWinkelNachweisen.tex

Aufgabe 51.257 (Doppelte Winkel)
Verwenden Sie in dieser Aufgabe fiir [hre Nachweise nur die Additionstheoreme

sin (o + ) = sin («) - cos () + cos («) - sin (B) ,
cos (o + B) = cos (a) - cos () — sin («) - sin (B)
und 1 = (cos (a))2 + (sin (04))2 !

=1 sin(22) fir alle x € R !

a) Zeigen Sie cos (x) - sin (x)
b) Zeigen Sie cos (2¢) =2 - (cos (go))2 -1 fiir alle Winkel ¢ € R !

c) Welche reellen Zahlen z erfiillen die Gleichung cos(z) = cos(2x)?

Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil [b)]

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_FormelnFuerDieWeierstrassSubstitution.tex

Aufgabe 51.258 (Formeln fiir die Weierstraf-Substitution)
Ermitteln Sie jeweils den Definitionsbereich der folgenden trigonometrischen Beziehungen und verifi-
zieren Sie jede der Beziehungen durch eine Rechnung!

a) (sin (:c))2 + (cos (x))z =1, ¢) sin(z) = 2 - tan (3) 5
Hinweis: Was ist cos (x — x)? 1+ (tan (%))

L et 1— (ran ()’

b) (cos (ZL'))2 b (t ( )) d) cos(z) = M

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_GraphenPeriodischerFunktionen.tex

Aufgabe 51.259 (Graphen periodischer Funktionen)
Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen mit den nachstehenden Zuordnungsvorschriften!

a) z — tan (z — J) c) z+>sin(2z + ) e) ¢t sin(t) - cos(t)

b) y > 2-sin (2 -y) d) > |cos (§)] f) s+ sin(s) + cos(s)

Hinweis: Falls erforderlich, konnen Sie jeweils eine Wertetabelle aufstellen. Alle geforderten Graphen
gehen aus den Graphen von Sinus, Kosinus oder Tangens durch Verschiebungen, Streckungen
und Spiegelungen hervor. Wie genau lasst sich in den Aufgabenteilen EZ] und [f)| mit Hilfe der
Additionstheoreme ermitteln.

E FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_KotangensFuerDoppelteWinkel.tex

Aufgabe 51.260 (Doppelwinkel-Additionstheorem fiir den Kotangens)
Driicken Sie cot (2z) fiir alle z € R\ {# | k € Z} mittels cines Terms aus, der cot (z) enthilt!
Hinwetis: Benutzen Sie dazu die Additionstheoreme!

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_TangensUndKotangensVonPiAchtelAusSinusBerechnen.tex

Aufgabe 51.261 (Trigonometrische Funktionen ineinander umrechnen)
Verwendet man den trigonometrischen Pythagoras (cos (a))2 + (sin (a))2 =1 fur ein konkretes o € R
zur Berechnung von sin («) oder cos (o), so ist stets zu priifen, welches Vorzeichen das Ergebnis hat.
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Berechnen Sie tan (%) und cot (%) nur unter Zuhilfenahme von sin (%) = 2;ﬁ und geben Sie die

Werte in einer Darstellung ohne Wurzeln im Nenner an!

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigFkt_UmrechnungenUndSymmetrieformeln.tex

Aufgabe 51.262 (Umrechnungsformeln fiir trigonometrische Funktionen)
Fiir alle ¢ € R gelten cos (—¢) = cos (¢) und sin (—¢) = —sin (p).
Verwenden Sie die Additionstheoreme, um die folgenden Ausdriicke zu vereinfachen!

a) sin (3 —a) c) sin(a+ %) e) sin (7 — ) g) sin (o + ) i)
sin (o + J)+

b) cos (5 — ) d) cos (a+ %) f) cos(m— ) h) cos(a+ 7) sin (o — 7)
m FktEinDim/Trig/Ag_TrigGlgn_EinstiegInLoesungsmethodeOhneArkus.tex
Aufgabe 51.263 (Trigonometrische Gleichungen)
Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen der folgenden Gleichungen!

a) sin(z) = —3 - V2 c) sin(t)-cos(t) =0 e) cot (a) = —V/3

b) cos (29 +5) =0.5 d) (sin (w))2 =1 f) tan(2-(z+1)) =1

Hinweise: Hierzu bietet es sich an, zunéchst die Graphen der Funktionen zu betrachten.
Falls Sie Naherungswerte mit einem Taschenrechner berechnen wollen (was in der Aufgabe
nicht gefordert ist), miissen Sie Bogenmafs (radiant) einstellen. Warum?

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigGlgn_GlgnUmstellenMitEtwasAufwand.tex

Aufgabe 51.264 (Trigonometrische Gleichungen)
Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen der folgenden Gleichungen!

a) 4-(sin (1’))2"1'3'005(33) =3 b) sin (t) = /1 — (sin (t))2 c) cos (2¢) + 1 = cot (¢)

m FktEinDim/Trig/Ag_TrigGlgn_GlgnUmstellenUndMitArkusLoesen.tex

Aufgabe 51.265 (Trigonometrische Gleichungen)
Losen Sie die folgenden Gleichungen allgemein!

a) 3-sin(x)+2-cos(x) =0 b) sin (2t) +cos(t) =0 c) 6 (cos (gp))2 +sin(p) =5

E FktEinDim/Trig/Ag_Winkelfunktionen_FunktionsgraphZeichnen.tex

Aufgabe 51.266 (Winkelfunktion zeichnen)
Sei f:R—=R:z~— f(z) mit f(z):=2sin (%x — %)

a) Zeichnen Sie den Graphen von f fir —7 < x < 5. Auf der z-Achse sollen drei Zentimeter 27
entsprechen; als Langeneinheit der y-Achse soll ein Zentimeter gewahlt werden.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung f(x) = /3.
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Aufgabenblatt 52 FktEinDim /Umkehrung

m FktEinDim/Umkehrung/Ag_Fkt_AbschnWeiseUmkehrfktnBestimmenFuerParabeln.tex

Aufgabe 52.267 (abschnittsweise definierte Umkehrfunktionen)
Seien f: R - R und g: R — R mit

e f(x):=x- |z und i g(z) = 22% — 622 + 62 — 2.

f und g sind bijektive Funktionen.
Geben Sie fiir beide Funktionen die Zuordnungsvorschrift der Umkehrfunktion an!

m FktEinDim/Umkehrung/Ag_Fkt_UmkehrfktnBestimmenUndZeichen.tex

Aufgabe 52.268 (Umkehrfunktion bestimmen)

Geben Sie jeweils einen moglichst grofsen Definitionsbereich D C R und einen passenden Zielbe-
reich W C R an, fiir welche die Funktionen f: D — W mit « — f(z) und den folgenden Zuord-
nungsvorschriften bijektiv sind!

Bilden Sie anschliefend jeweils die Umkehrfunktion f~! von f und skizzieren Sie die Graphen von f
und ' im selben Diagramm!

2) f(z) =4—E &) fr)=2 41 &) f(x) =2
x+1
b) f(z):= T —1 d) f(z)=1-¢" f) f(z):=1n(z?)
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Aufgabenblatt 53 FktMehrDim /Grenzwerte

E FktMehrDim/Grenzwerte/Ag_GWMehrDim_E1£2DUndEin3D. tex

Aufgabe 53.269 (viele Grenzwerte berechnen)
Seien ¢:= (—1,2)" und d := (0,3)". Berechnen Sie die angegebenen Grenzwerte!

- ? + 3y — ay - |4a+8p I
a) lim ey e) hr%l ) = = i) lim m =
(z.9)T—(2,3)T 2y~ + 2y — 5 (@5 T \/a? + 3 (xy)'0 TV HY
b P (Bew)t e )y gy
) a0 vw? + 207 (pa)"—(0,1)T PG> + P — 2pq (v,w) =5 cos (v) — 1
b? + ab? : lel - (¢ = 1) . @+ pg?
li g) lim —HL k) lim —— T
C) (a7b1)¥1_>5 ab — a3 +b— a? ) (@,w)T—WT \/ |C,0‘ + ’¢2 — 1/1 ) (p,q)Tﬁ(_J‘ p2 + 2pq + 2(]2
2 2 4 42 -1
d) lim h)  lim ) lim %
(s)"—0 8" +1 (rst) =0 V12 + st + 12 (or)tsd 0P T

E FktMehrDim/Grenzwerte/Ag_GWMehrDim_PolynomBruchDefBereichBeachten.tex

Aufgabe 53.270 (Variablen gewichten und gemeinsame Potenz rausteilen)
Seien Dy := { (:U,y)T € R? ‘ xy # 0} und Dy := { (x,y)T € R? ‘ zy < 0und [2z] < |y| < 3}.

a) Skizzieren Sie D, !

Zeigen Sie durch Einsetzen von Folgen <(xk,yk)T)k N und <(7"k,sk)T>k N oder Kurven 7: I — R?
€ €

mit 7 C R und 6: J — R2 mit J C R, dass die Funktionen f: Dy — R mit (m,y)T — f(z,y) und
g: Dy — R mit (:L‘, y)T — g (x,y) keinen Grenzwert im Nullpunkt besitzen:

22 — o2
322 — y? + 2zy + 2P

3
(j;;’; €) g(w,y) =

b) f(z,y):=

Tipp: Setzen Sie die Folgen ay := % und by, := 7 bzw. die Kurve d, (t) := (t,ct)" fiir eine Konstante
¢ € R ein! Welche ¢ werden von D bzw. D, erlaubt? Welche der erlaubten c sind hilfreich?

m FktMehrDim/Grenzwerte/Ag_Grenzwerte_Mehrdimensional_einfach.tex

Aufgabe 53.271 (Einfache Bausteine)
Zeigen Sie durch einfache Umformungen und Grenzwertregeln, dass diese Bausteine einen Grenzwert
im Punkt (z,y) = (0,0) besitzen:

ny + x2y
Yy

a) f(z,y) = (y+1)'ex;y b) g(z,y) ::\/g—?j/@ c) h(z,y) =

E FktMehrDim/Grenzwerte/Ag_Grenzwerte_Mehrdimensional_gemischt.tex

Aufgabe 53.272 (Verschiedene Grenzwerte)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren, und bestimmen Sie ggf. auch deren Wert.
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g  hm ATy £ im OTY k)  lim s
(z.9)"—(5,-2)"  —5TY ()" —(0,0)T 227 + Y @) =007 /r? +y* +1 -1
b) lim zy-cos(z—2y) g lim Y
(@)= (6:3)" ) (@.9) =007 /3% + 12 )  lim 2ty
4 - 2 W00 T2 + Y2
o lm Y O Gt LX) () =00
(xvy)TH(ovo)T =+ 3y (.1;7y)T—>(070)T 1'2 + 2y2
2 2 2 ) i oy +ye + o
1 m 11m —_————————
4 m  TEEmOIT o 2y 00 4Pt 2
() 007 222 +y? (24) (0,07 T4 +y?
. 4 2 9 2 2
e) lim 2y - cos (y) J) lim Y n) lim v 2y 43z

@a) 007 322 +y? @) 007 22 +3° (@) (0007 T2+ Y2+ 2%

E FktMehrDim/Grenzwerte/Ag_Grenzwerte_Mehrdimensional_vorbereitung.tex

Aufgabe 53.273 (Funktionen und Folgen)
Gegeben seien die drei Folgen

o= (33): o= (53). oma= (53]

und zwel Funktionen ) .

Yy
und  g(z,y) = PR

Yy
x2 + y?

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

flz,y) =

a) lim (zn,yn), (Un,vy) und lim (pp, qn)

lim
n—oo
b) lim_ f(zn, yn), lm f(un,v,) und lim f(Pnsan)

c) lim g(zp,yn), lim g(un,v,) und lim g(pn, qn)

Fallt Thnen etwas auf?
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Aufgabenblatt 54 FktMehrDim /Hoehenlinien

E FktMehrDim/Hoehenlinien/Ag_FunktionenMehrdimensional_Hoehenlinien.tex

Aufgabe 54.274 (Funktionen in R?)
Bestimmen und skizzieren Sie den natiirlichen Definitionsbereich sowie die Hohenlinien zur Hohen

c1 =0,co=1und cg = —1.
a) f(z,y) = (y - 2x)° d) flz,y)=Vy? —a? g) f(z,y) = 2y
b) f(z,y) =y —Inz e) flz,y)=a*—y
c) f(z,y) = ye" £) f(x,y) =e=
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Aufgabenblatt 55 FktMehrDim /Stetigkeit

E FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_StetigMehrDim_Drei2DPolynombrueche.tex

Aufgabe 55.275 (Stetige und unstetige Funktionen)
Priifen Sie, ob die Funktion f: R? — R mit (z,y)" — f (z,y) in @ := (az,a,)" := (0,0)" stetig ist!

a) f(z,y):= & fir alle (z,y)" € R mit # # 0 und f(0,2) := 0 fiir alle z € R
b) f(z,y) = §i4y fiir alle (z,y)" € R mit x # 0 oder y # 0 und f (0,0) := 0

c) f(z,y) = ;2 fiir alle (r,y)" € Rmit z # y und f(2,2) :=0 fiir alle 2 € R

E FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_StetigMehrDim_EbeneZerlegen.tex

Aufgabe 55.276 (Stetigkeit in R?)
Seieanzz{(x,y) R2|x<y<—w—3} Mg—{xy Rz‘y<—]x\},

8

My = {(x,y)T e R2 ’ —xz <y <|sin :U)|} und My :=R?\ (M; U My U M3).

2 (y— Isin(2)]), fir (z,y)" € M
ytz
8Y % (s _z? - T

Sei nun £: R? — R mit <m> o f(zy) = (\y|> (|Sln () v > , fiir (x,y) € MQ.
y |sin (z)| — v, fiir (z,y)" € Ms
. Jsin (z)] — 22, fiir (z,y)" € My

a) Skizzieren Sie die Mengen M, My, M3 und M, in ein Koordinatensystem und notieren Sie in
den entsprechenden Bereichen die jeweilige Zuordnungsvorschrift von f !

b) Untersuchen Sie f auf R? \ {6} auf Stetigkeit!

Tipp: Was passiert, wenn Sie sich den Abschnittsgrenzpunkten, die auf der positiven horizontalen
Achse liegen, senkrecht von oben néhern?

c) Ist f im Ursprung stetig?

m FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_StetigMehrDim_EinstiegAltklausurBau.tex

Aufgabe 55.277 (Stetigkeit in R?)
Die folgenden Aufgaben sind Altklausuren der Mathematik II fiir Bauingenieurwesen entnommen.

0, firz=y=0

a) Untersuchen Sie f: R? — R mit (;) = f(x,y) = {2,x|,y . Y auf Stetigkeit!
22147 Soms
0, fire=y=0

b) Untersuchen Sie g: R? — R mit (;) — g (x,y) = {Iy‘sin(y) . Y auf Stetigkeit!
W’ SO1nS

m FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_Mehrdimensional.tex

Aufgabe 55.278 (Stetige Funktion?)
Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen R? — R auf Stetigkeit im Nullpunkt.
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ST fil 0 1, falls 0+ z = 2
_ ) e lir zy # _ , falls0#z=y
a x,Y) = c) ulzr,y) =
) £ (@) {07 e RICHIES
4 fiir 2y # 0 22"”71/24 falls z > 0
b T, = 2 ary+y?? d) v x, = xe+y*’
) 9(@y) {O, fiir zy =0 ) v(@y) {0, falls z <0

m FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_WiWiKlausuraufgaben.tex

Aufgabe 55.279 (Stetigkeit in WiWi Alt-Klausuren )
a) In Abhéngigkeit vom Parameter o € R sei die Funktion

sin(z-y) fall 0
fa:R2*>R, fa(x,y): = v sy 7
2.« -z, fallsy=0,

gegeben. Bestimmen Sie o € R so, dass f, auf R? stetig ist.
b) Gegeben seien die Funktion

cy-z, falls (z,y,2) € Q3
h:R® =R, h(z,y,2): = voy-z falls (@y,2) € Q
0 sonst,

und die Menge

M: :{(w,y,z)€R3:m-y-z:0}.
Zeigen Sie, dass h in jedem Punkt aus M stetig ist.
Hinweis: Das Symbol QQ bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen.

c) Gegeben sei die Funktion

4zt —z2y? a2
FiRZ SR, (2,y) = f(ay): ={ e TE Y

0, sonst.

Zeigen Sie, dass die Funktion im Punkt (0,0) unstetig ist.
d) Essei f: R? = R,

. (2,y) # (0,0)
T,y): =< Y
flz.9) {o, (2,y) = (0,0).

Untersuchen Sie die Funktion f auf Stetigkeit.

m FktMehrDim/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_altKlausur_bau_2012_H_A2b.tex

Aufgabe 55.280 (Klausur Baulng August 2012)
In welchen Punkten ist die Funktion A : R2 — R mit

- 0,0
hz,y) =4 (22 + 92) (z,y) # (0,0),
O’ (xvy) = (0,0),

stetig?
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Aufgabenblatt 56 Folgen /Definition

m Folgen/Definition/Ag_Folgen_DivergenzNachDef .tex

Aufgabe 56.281 (Divergente Folgen)
Zeigen Sie durch Widerspruch zu der Definition der Konvergenz, dass die Folgen divergent sind:

a) (ap)peny mit a, = 7—(-1)" b) (bp)nen mit b, = 2" — 3" ¢) (en)neny mit ¢, = n+ 1+
(=" n

E Folgen/Definition/Ag_Folgen_KonvergenzEpsilonNKriterium.tex

Aufgabe 56.282 ((e, N.)-Kriterium)

Beweisen Sie, dass % der Grenzwert der Folge < n’—1

_—— ist. Verwenden Sie dazu die Definition der
3n‘+1 neNo

Konvergenz.

§ | |Folgen/Definition/Ag_Folgen_KonvergenzVerstaendnis.tex

Aufgabe 56.283 ((g, N;)-Kriterium)
Entscheiden Sie, ob die Folge (ay), <y unter folgenden Kriterien konvergiert: Es gibt zu jedem ¢ € R
mit € > 0 ein N. € N, so dass fiir alle n € N mit n > N, gilt:

a) |ay| <2-¢&? c) |ap-any1] <e d) |ap —ant1| <e
b) [an + ant1| <e e) |an - am| < e fur allem € N

Beweisen Sie Ihre Vermutungen (Beweis oder Gegenbeispiel). Es gilt: (Zzzl %)n cn ist unbeschrankt.
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Aufgabenblatt 57 Folgen /FktnFolgen

E Folgen/FktnFolgen/Ag_Funktionenfolgen_SinusVonNF.tex

Aufgabe 57.284 (Punktweise und gleichméfige Konvergenz)
Untersuchen Sie die Folge (f,),cy mit fo: R\ {0} = R und = — f, (z) := sin (1) auf punktweise
und gleichméfkige Konvergenz!
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Aufgabenblatt 58 Folgen /Haeufung

m Folgen/Haeufung/Ag_Folgen HPMitTricks.tex

Aufgabe 58.285 (Wechselnde Vorzeichen)
Bestimmen Sie die Haufungspunkte und das Konvergenzverhalten der Folge

an = (1" (L - ()" (ViR ()" )

indem Sie geeignete Teilfolgen untersuchen.

m Folgen/Haeufung/Ag_Folgen HPVorzeichenSinus.tex

Aufgabe 58.286 (Vorzeichen kombinieren)
Zerlegen Sie diese Folge in sechs Teilfolgen passend zu den wechselnden Vorzeichen in den Termen und
bestimmen jeweils Sie die Grenzwerte der Teilfolgen:

an = (2—(-1)")" -sin (3 -7 n) fir alle n € N.

Tipp: sin (&) = sin (120°) = § und sin (4F) = sin (240°) = —@.

E Folgen/Haeufung/Ag_Folgen_LiminfLimsupBeispieleHeuser.tex

Aufgabe 58.287 (einfache Haufungswerte)
Bestimmen Sie alle Hiufungswerte der gegebenen Folgen. Gibt es jeweils einen Limes Inferior und/oder
einen Limes Superior?

n’ Vn!

L fiir ungerades n € N c) ¢pi=(—-1)" Yn+ \1f
a) ap:=
1, fiir gerades n € N
L\n i 4 1+ (3)", fallsn=3k
b) b, = {(1 + ?)n-;-l ?r ungerades n € N d) d,:=q2+2H fallsn=3k+1
(1 + H) , fir gerades n € N 2 falls n — 3k 4 2

E Folgen/Haeufung/Ag_Folgen_vieleHaeufungswerte.tex

Aufgabe 58.288 (Haufungswerte berechnen)
Geben Sie fiir die folgenden Folgen sémtliche Haufungswerte an!

a) wp = (=1)" 61nQJ7:7 c) ay:=sin(§ n)+1 e) up =2, Upt1 i= ﬁ
_ 1\ _1\n+1
b) yn = ( :L) + 4 7}11 d) by, :=cos (% -n) f) v1:=2, vpyq1 = é
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Aufgabenblatt 59 Folgen /Komplex

E Folgen/Komplex/Ag_Folgen_Sandwichkriterium3.tex

Aufgabe 59.289 (Sandwich-Kriterium (Einschliefungssatz))
Begriinden Sie, warum die Folgen (ay), cyy mit den nachstehenden Folgengliedern konvergieren, und
bestimmen Sie den Grenzwert A der Folgen. Fiir alle n € N gelte

a) an = sin (n) + 5n b) a,:= V3" +1  n-i+Vnd
g n+2 ©) ==y
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Aufgabenblatt 60 Folgen /Konvergenz

E Folgen/Konvergenz/Ag_Folgen_Divergenz2.tex

Aufgabe 60.290 (Divergente Folgen)
Begriinden Sie, weshalb die nachstehenden Folgen divergent sind:

a) (7= (=1)")nen b) (2" =3"),en c) (n+1+(=1)" n)ey

Welche der Folgen sind bestimmt divergent, welche nicht?

E Folgen/Konvergenz/Ag_Folgen_Divergenz3.tex

Aufgabe 60.291 (Divergente Folgen)
Begriinden Sie, weshalb die nachstehenden Folgen divergent sind:

a) ((=2)") b) (sin (*§")) c) (n’+(=1)"-n?)

Welche der Folgen sind bestimmt divergent, welche nicht?

E Folgen/Konvergenz/Ag_Folgen_MengenSchrankenFolgen_vkmw.tex

Aufgabe 60.292 (Obere Schranken)

Es sei A; fiir j € N eine Folge von Teilmengen von R, so dass jedes A; beschrénkt ist. Zeigen Sie,
dass der Schnitt () A; ebenfalls beschrénkt ist, aber dass die analoge Aussage fiir die Vereinigung im
Allgemeinen falsch ist.

m Folgen/Konvergenz/Ag_Folgen Mittelwertfolge_ vkmw.tex

Aufgabe 60.293 (Folgengrenzwerte)
Es sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Leiten Sie her, dass auch die Mittelwertfolge % (an+1 + an)
konvergent ist. Wie lautet ihr Grenzwert?

Warum sollten Sie in der Klausur nicht die Formel fir die Summe von Grenzwerten benutzen?
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Aufgabenblatt 61 Folgen / Rekursiv

m Folgen/Rekursiv/Ag_FktFolge_HermitePolynome.tex

Aufgabe 61.294 (Hermite-Polynome als Rekursion)
Die Hermite-Polynome H,, : R — R mit n € NU{0} sind unter anderem in der Physik von Bedeutung.
Eine mogliche Darstellung erfolgt iiber die Rekursion:

Hyi1(x) =2zHy(z) — 2nH,—1(z), n € N

mit den Startpolynomen Hy(x) = 1 und H;(x) = 2z. Werten Sie die Rekursionsvorschrift fir n+1 < 3
aus, um eine explizite Darstellung der ersten Polynome zu erhalten.

E Folgen/Rekursiv/Ag_FolgenRekursiv_NichtMonoton.tex

Aufgabe 61.295 (Abwechslungsreiche rekursiv dargestellte Folge)
Sei (an), ey definiert durch a; € R und

(py1 i= —ai+an+2:(an+l)-(2—an) fir alle n € N.

a) Zeigen Sie, dass (an),,cy fiir a1 € {—v/2;V/2} konvergiert.
b) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte von (a,), .y im Fall a; =1 .
c) Begriinden Sie, warum die Folge bestimmt divergiert, wenn es ein N € N mit ay < —v/2 gibt.

d) Seia; = f%. Zeigen Sie: Die Folge ist weder monoton noch beschrankt durch f% und /2. Sie kin-
nen Folgenglieder numerisch berechnen lassen. Bonus: Lassen Sie die ersten fiinfzig Folgenglieder
numerisch berechnen — welche Vermutung liegt nahe?

E Folgen/Rekursiv/Ag_FolgenRekursiv_StartwertIstEinhalb.tex

Aufgabe 61.296 (viele rekursiv dargestellte Folgen)
Untersuchen Sie die Folgen mit der angegebenen Rekursionsformel auf Beschrianktheit, Monotonie und
Konvergenz! Der Startwert der Folgen sei %, sofern nicht anders angegeben.

2\ 2 _ 242
a) cpy1 =1+ (%) d) vg41 = v:iz g) Pht1 = ph;
L 1.3.5
b) wgi1 = 2wy — wi e) apt1 = 3;;"7:22 fiir jedes p1 € {3;5: 3}
C) Upy1 = Q_Iun £) Ymi1=1-V1—yn h) bjy1 = 1Jibj

m Folgen/Rekursiv/Ag_FolgenRekursiv_StartwertVariabel.tex

Aufgabe 61.297 (Rekursiv dargestellte Folge mit Startwert aus Intervall)
Sei (an), ey definiert durch a; € [~1;00) und

3-an,+2 3 1
a = = —_ .
ntl a, + 2 a, + 2

fiir alle n € N.

a) Falls die Folge konvergiert: Welche Grenzwerte sind aufgrund der Rekursionsvorschrift moglich?
b) Zeige: Aus a; € [—1;2] folgt ay, € [—1;2] und aus a1 € (2;00) folgt a,, € (2;00) fiir alle n € N.
c) Was gilt fiir Monotonie und Konvergenz von (a,)?
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Folgen/Rekursiv/Ag_FolgenRekursiv_StartwertVariabelLang.tex

Aufgabe 61.298 (Rekursiv dargestellte Folge mit Startwert aus Intervall)
Sei f: R\ {—2} = R mit f(z) =322 =3 —4. -1 und (ay),,cy definiert durch a; € [~1;00) und

a)

b)

d)

(&)

42 z+2

3-ap+2 1
tee = Flon) = = =8
n n

fir alle n € N.

Falls die Folge konvergiert, gilt mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen:
A:= lim a, = lim ap41 = lim f(a,) = f ( lim an) =f(4).
n—oo n—oo n—oo n—oo

Ist diese sogenannte Fixpunktgleichung f (A) = A unldsbar, kann die Folge nicht konvergieren.
Bestimmen Sie fiir (ay,),cy alle Losungen der Fixpunktgleichung f (A) — A = 0.

Was gilt allgemein, wenn der Startwert a1 eine Losung der Fixpunktgleichung ist?

Die Rekursionsvorschrift selbst ergibt hier wegen der Polstelle —2 von f keine Schranken fiir die
Folge. Die Beschrénktheit kann demnach nur induktiv gezeigt werden. Zeigen Sie: Aus a; € [—1;2]
folgt ay, € [—1;2] fiir alle n € N und aus a; € (2;00) folgt a,, € (2;00) fiir alle n € N.

Tipp: In der zweiten Form von f ist z.B. a, € (—1,2) = an4+1 € (—1,2) gut zu sechen. Allgemein
in zwei Schritten: a,4+1 + 1> 0 und a,+; — 2 < 0, jeweils a,, € (—1,2) vorausgesetzt.

Ist die Beschranktheit der Folge nachgewiesen, liefert ein Beweis von Monotonie die Konvergenz
nach dem Monotoniekriterium. Es gilt also, das Vorzeichen von a,41 — an, = f(ap) — a, zu
untersuchen (vergleiche Fixpunktgleichung!). Was gilt fiir Monotonie und Konvergenz von (a,)?

Folgen/Rekursiv/Ag_Folgen_RekursiveFolgen_Konvergenz_leicht.tex

Aufgabe 61.299 (Konvergenz rekursiv definierter Folgen)

Zeigen Sie mit dem Monotoniekriterium, dass die rekursiv definierte Folge (¢,,) mit ¢; = 0 und ¢, 41 =
/6 — /6 — ¢, konvergent ist.

Berechnen Sie die ersten beiden Folgenglieder und bestimmen Sie dann den Grenzwert dieser Folge.
Tipp: Bei dem auftretenden Polynom vierten Grades sind x = 2, —3 einige mogliche Nullstellen.

(&)

Folgen/Rekursiv/Ag_Folgen_RekursiveFolgen_Konvergenz_wiwi.tex

Aufgabe 61.300 (Quadratische Rekursion)
Es sei (ay,) rekursiv definiert durch

a)
b)

c)

(3]

ay =1 und A1 1= 20y — 3 - a’ fiir alle n € N.

Zeigen Sie, dass a,, < 2 fiir alle n € N gilt (Tipp: Quadratische Ergénzung).
Zeigen Sie per Induktion, dass a,, > 0 ist fiir alle n € N (dabei diirfen Sie Teil @ verwenden).

Begriinden Sie, dass (a,) eine konvergente Folge ist und bestimmen Sie ihren Grenzwert iiber die
Testgleichung.

Folgen/Rekursiv/Ag_Folgen RekursiveFolgen_ Monotoniekriterium_mittel.tex

Aufgabe 61.301 (Konvergenz rekursiv definierter Folgen)
Zeigen Sie mit dem Monotoniekriterium, dass die nachstehenden Folgen konvergieren, und bestimmen
Sie deren Grenzwert:

a)

b)

Es ist (an),cy durch a; := 6 und an 41 := \/% -an + 7 fiir alle n € N definiert.
Es ist (by),,cy durch by := 2.25 und by, 41 := /b, — % fiir alle n € N definiert.
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Aufgabenblatt 62 Folgen /Vektorwertig

E Folgen/Vektorwertig/Ag_Folgen_vieleHaeufungswerte_2D.tex

Aufgabe 62.302 (Hiufungswerte berechnen)
Geben Sie fiir die folgenden Folgen sdmtliche Haufungswerte an!

n n 1\ _1\n+1 T
8) (e, un)” = ()" g2y, S + )

b) (In,yn)T — (sin (% . n) +1, cos (% ) n))T

c) (Tpn,yn)" mit x1 :=2, 41 := i und y1 =2, Ypi1 = i
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Aufgabenblatt 63 GWStetig/FktGW

m GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_Abschaetzungen_vmkw.tex

Aufgabe 63.303 (Abschitzen in Ungleichungen)
Zeigen Sie durch eine Abschétzung, dass es fiir jedes > 0 und jedes C' > 0 ein ng gibt, ab dem
z"/n! < C fur n > ng ist.

Warum sollten Sie nicht die Ungleichungsliste mit den Bausteinen vom Auswendig-Blatt verwenden?

m GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_RationaleFunktionen.tex

Aufgabe 63.304 (Asymptoten von algebraischen Funktionen)
Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich D C R und die Gleichung(en) der Asympto-
te(n) des Graphen der Funktion f: D — R mit

3 622
] b) z— f(z):=

c) z+— f(x): p(@)

a) T +— xXr) = = —_—
) f() 22 _ 4 4ZE2+4’

wobei p: R — R mit z + p(z) := 82% — 22 + 12z + 11 ein Polynom dritten Grades darstellt.

m GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_TranszendenteFktZeichnungl.tex

y-AChse‘ )
5 -

] ] ] ] 4
-5 -3 -1 0 1 3 5 x-Achse

m GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_TranszendenteFktZeichnung?2.tex

y—AchseA
z=0
1 In(J)
T T ¥ T T T >
-5 -3 -1 0 1 3 5 x-Achse
— 1\~
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§ || GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_TranszendenteFktZeichnung3.tex

y-Achse o
z=0
cot(2x
1 -
T fis 0 s 7 | x-Achse
2 . 2

§ || GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_TranszendenteFktZeichnung4.tex

y—Achse‘ )

o3

2 arctan(x)

L\

3 5 z-Achse

§ || GWStetig/FktGW/Ag_Asymptoten_TranszendenteFunktionen.tex

Aufgabe 63.305 (Asymptoten von transzendenten Funktionen)
Zeichnen Sie jeweils die Asymptoten des Graphen der Funktion f: D — R mit

a) z+— f(z):=exp(z) und D :=R c) z— f(x):=cot(2z) und D := [—m;7]

b) z+— f(z) :=In(|z|) und D :=R\ {0} d) z+— f(z):=2-arctan(z) und D :=R

§ || GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_RationaleTerme.tex

Aufgabe 63.306 (Grenzwerte)
Ermitteln Sie folgende Grenzwerte, sofern diese existieren:
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8 248 6

li ; lim ——
a) J:l—>I20 16 — x C) x£H32 1»3 + 4 ¢ 1:1—% ((1} - 8)2
x4+ 3 — 2122 6 —x— a2 12
. li _ 1
b) Mmoo d) Jim, ——3 f) lim 5

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_Sandwich.tex

Aufgabe 63.307 (Sandwich Theorem)
Verwenden Sie das Sandwich Theorem um die folgenden Grenzwerte zu berechnen:

1

. . 3+cos(x)-arctan(z)
lm ——— c) lim e
a) 00 22 + sin (x) Ty
522 43 . cos (z) + 1
i . si e v d) 1
b) lim-sin <ln(x2—|—1)> ) 2 2 tanh (1) +5

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_UmformungenSandwichlemma.tex

Aufgabe 63.308 (Grenzwerte)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) lim sin (i) b) lim (e ”-cos(6z)) ¢) lim sin(2z)

500 ree 2—0 x - cos(x)

Hinweis: Es gilt: = — %CCS <sin(z) < z fiir alle x > 0.

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_einfach.tex

Aufgabe 63.309 (Grenzwerte)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

2 2 (g .2)\2 . sin(x : 2 . 2
(2% +3) (3 —2?) b) lim (z) c) gglggo\/x x— a2+ T

T——00 I

2 622

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_einfach2_bau.tex

Aufgabe 63.310 (Noch mehr Grenzwerte wiederholen)
Bestimmen Sie diese Grenzwerte (mit ausfiihrlichem Rechenweg):

3 5 . T
° —x x° — 32 e) lim ——

a) 2171_>m1 7 c) il_% P 2—0 In ()

b) lim< ! ! ) d) lim tan (z)

emi\z—1 z+1 Pyt

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_einfach_wiwi.tex

Aufgabe 63.311 (Einseitige Funktionsgrenzwerte)
Bestimmen Sie diese Funktionsgrenzwerte:

2 _ 1 1 1 1
a) lim &1 b) lim (—‘” > ¢) lim <1—"’3+ ) d) lim (1—“ )

z—0— 22 + 1 z—0+ \ T x2 z—0— T z—0+ T

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_elementar_mittel.tex

Aufgabe 63.312 (Grenzwerte)
Untersuchen Sie, ob die (rechtsseitigen, linksseitigen) Grenzwerte existieren:
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a) xhﬁrglo <3\/3T— @)

)
b) hmw

oo adtaw— 1

c)

d

) lim

. tan(—6x)
lim ————,
2—0 sin(4z)
1 — |
z—15x —5’

m GWStetig/FktGW/Ag_Grenzwerte_ohnelH. tex

Aufgabe 63.313 (Grenzwerte, teilweise schwer)
Bestimmen Sie, soweit existent, die folgenden Funktionsgrenzwerte. Keine Begriindung erforderlich.

Grenzwert, Grenzwert
4
.oxt—1 . cos(x)
Y M R
ef —e®
b) lim - h) lim (Vz+1-+x)

z—0t 9T —1

Hinweis: lim zln(z) = 0.
r—0+
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r—3 22—x—6 z—0t
d) lim sin(z) i) lim In <4+ sin(z) )
=0t X 20+ x
sin(x) . e + e*
e) $1—>Holo x k> xlglolo x2 —z2
er” +e
2
5
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Aufgabenblatt 64 GWStetig/GlmUndLStetig

E GWStetig/GlmUndLStetig/Ag_StetigkeitGlm_ExistenzDesGWLiefertGlmStetigkeit.tex

Aufgabe 64.314 (Beweisaufgabe zur gleichméfigen Stetigkeit)
Zeigen Sie: Ist f: [0;00) — R mit z — f () stetig und existiert :Ell>nolo f (x) (im eigentlichen Sinne, das
heifst, es gilt lim f (z) =: o € R), so ist f gleichméRig stetig auf [0;00).
Tipps: lim ;ZL‘O)O: « gilt genau dann, wenn fiir alle £ € R mit € > 0 ein Xz € R existiert, so dass fiir
;ﬁgox € R mit x > max ({0; Xz}) die Ungleichung |f (z) — a| < € gilt.
Zerlegen Sie [0;00) = [O; X%] U [X%;OO) und unterscheiden Sie drei Félle, je nachdem, aus

welchem der beiden Intervalle Thre Variablen stammen.
Wie hilft Thnen der Satz von Heine?

E GWStetig/GlmUndLStetig/Ag_StetigkeitGlm_SinusVonEinsDurchX.tex

Aufgabe 64.315 (Chaos bei der Null)
Seien a € (0;1) und f: (0;1] — R mit z — f () :=sin (1).

Untersuchen Sie f und f ‘(a;u auf gleichméfige Stetigkeit!
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Aufgabenblatt 65 GWStetig/Stetigkeit

§ || GWStetig/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_Definition_leicht2.tex

Aufgabe 65.316 (Stetigkeit von Funktionen)
Untersuchen Sie, ob die nachstehenden Funktionen an der Stelle a = 0 stetig sind:

sin(z)sin (2)  fiir @ # 0,

T

a)f:R—HRmitfo(m):—{o I

5 + arctan (%) fir « # 0,

b) ¢: R — R mit z — g(x) := )
T fiir z = 0.

§ || GWStetig/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_Definition_mittel.tex

Aufgabe 65.317 (Stetigkeit von Funktionen)

Bestimmen Sie diejenigen p € R, fiir welche die Funktion f,: R — R stetig ist mit (14 - 16 = 224)
1232 +437—42 -
% fir x < —2,
s fp(z) =< par® 4+ 62 —2p? fiir —2<ux <4,
12—p?a? —px fir x > 4.

xT

§ || GWStetig/Stetigkeit/Ag_Stetigkeit_parameter_wiwi.tex

Aufgabe 65.318 (Stetigkeit und Monotonie)
Finden Sie & € R und B € R so, dass

llogs (1 — )|, fallsz <0
frR=R mit 2+~ f(z):=qa+cos(rzr), fals0<z<1.
Be® 1, falls z > 1

iiberall stetig ist. Finden Sie dann die Monotoniebereiche und die beiden Randasymptoten.
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Aufgabenblatt 66 GWStetig/ZWS

m GWStetig/ZWS/Ag_ZWS_BildbereichBestimmen.tex

Aufgabe 66.319 (Bildbereich zweier Abbildungen)
Bestimmen Sie die maximalen Definitionsbereiche Dy C R und Dy C R sowie die Bildbereiche von

3+4
f:Df%Rmitxr—)f(a:)::%

3+ 4x
1422

und g:Dg%]Rmitxr—)g(x)::logE,(qu

mit Hilfe des Zwischenwertsatzes!

§ || GWStetig/ZWS/Ag_ZWS_ExistenzEinerLoesung.tex

Aufgabe 66.320 (Zwischenwertsatz)
Essei f: [-1;1] = R mit z — f (z) := % - 2?4+ 7 - cos (z).
Zeigen Sie: Es gibt ein z € [—1;1] mit f (z) =id (z) = «.
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Aufgabenblatt 67 IntEinDim /DefRiemann

(3]

IntEinDim/DefRiemann/Ag_Integration_OberUntersumme_Bildl.png
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Aufgabenblatt 68 IntEinDim /Integrale

m IntEinDim/Integrale/Ag_IntEinDim_IntBereichZerlegenZweiBetraegeEineWurzelAusQuadrat.tex

Aufgabe 68.321 (Integrationsbereich zerlegen)
Berechnen Sie die folgenden Integrale!

a) /_22}152—4t+3’dt b) /_Z(l—u)-|u—|—1|du c) /_z\/(x2+x—2)2dw

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integrale_altKlausur_bau_2010_Teil_a.tex

Aufgabe 68.322 (bestimmte Integration (5))
Berechnen Sie die Werte folgender Integrale:

s 4 2
a) 3z - cos (x) dz b) / 3. |2% — 4| da 0 /e In(z?)
1 e

—T

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integrale_vieleIntegrale.tex

Aufgabe 68.323 (viele Integrale)

Sei k:=4/In (ln (3)) Berechnen Sie die folgenden Integrale bzw. Stammfunktionen!
41— 2 In (m) 3 "
a ———dr g) / dm / ——dt
V) m? m) Vi
1 2:4/2
2 3 3 7'3 ™ 2
b d 1 (tan (v
) 0 V1—¢? 7 h) /ﬂ \/1—’7’2d7— n) / (2())(119
0
V3 3 (cos (
c —d :
) 0 1— 42 W i) / 15 sin(a) do 0) /arcsm (0)do
L s
d) / sin (rt) - %™ d¢ i) / d p) /2h -arctan (h) dh
_1 J .1 v
2 v-In (v)
sin (d
) /()3 dd k) /
(cos (d)) F+1 1

81 7
f) /16 € /Ede 1) /arctan (2)dz r) /g ) sin (2n) dn

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Integralwertel.tex

Aufgabe 68.324 (bestimmte Integration (4) — die Qual der Wahl)
Berechnen Sie die folgenden Integralwerte:

a)/ Lot b) sin (t) - exp(cos (t)) dt c) /1:1\/m-\/§dx

2

:\

Zusatz: Diskutieren Sie auch kurz, welche der drei Integrationsmethoden (elementar, partiell, per Sub-
stitution) fiir das jeweilige Integral moglich und welche sinnvoll sind.

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Integralwerte2.tex

Aufgabe 68.325 (bestimmte Integration (5))
Berechnen Sie die Werte folgender Integrale:

116


./IntEinDim/Integrale/Ag_IntEinDim_IntBereichZerlegenZweiBetraegeEineWurzelAusQuadrat.tex
./IntEinDim/Integrale/Ag_Integrale_altKlausur_bau_2010_Teil_a.tex
./IntEinDim/Integrale/Ag_Integrale_vieleIntegrale.tex
./IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Integralwerte1.tex
./IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Integralwerte2.tex

™

4 e? 1 2
a) 3z - cos (x) dz b) / 3. ]a:Q — 4] dz c) / e
1 e

—T

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Substitution.tex

Aufgabe 68.326 (Integration per Substitution)
Verwenden Sie die Substitutionsregel, um die folgenden Stammfunktionen bzw. Integralwerte zu be-
rechnen:

)/3 Ly )/ 322 — 2 e )/4 T E. eV g
. 1 T+2 . 213 —dx + 2 ¢ 1 :): © v

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_Zerlegen2.tex

Aufgabe 68.327 (Integrale zerlegen)
Seien f: R — R, g: R - R und A: R — R mit

2x, firx >1
x> f(z)=|lz—1], z—g(@)=<z+1, fir0<z<1l und zw— h(z):=[22—-4+=.
1, firz <0

Berechnen Sie die folgenden Integralwerte:

a) /_Zf(x)dx b) /_ig(x)dx c) /jhxdx

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f, g und h und markieren Sie die Fldche, die dem jeweiligen
Integralwert entspricht!

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_bestimmteGrundintegrale_leicht.tex

Aufgabe 68.328 (bestimmte Integration (1))
Berechnen Sie die folgenden Integralwerte:

a) /132x2dm b) / — da c) /23(2x4+4x)dx

m ‘ IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_bestimmteIntegrale2.tex

Aufgabe 68.329 (bestimmte Integration)
Berechnen Sie die folgenden Integralwerte:

3 2 2
3
a 2° — 3x) dz c /x-ex z)dz e ——dx
) [ " =30) ) [ e ) [

b) /0 - sin (22) de d) /1 () da f) / exp (%) d

m IntEinDim/Integrale/Ag_Integration_bestimmteIntegrale_leicht.tex

Aufgabe 68.330 (bestimmte Integration)
Berechnen Sie die folgenden Integralwerte:
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4 4
a) / (32% — 22) dw c) e “dx e) / — 32 + 22)
2

0

2
b) /_7T (sin (z) — cos (z)) dz d) /12 Vhr — 1dx f) /1 (2x2—5)2d
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Aufgabenblatt 69 IntEinDim/PBZ

E IntEinDim/PBZ/Ag_IntEinDim_PBZMitAnsatzInTipp.tex

Aufgabe 69.331 (Partialbruchzerlegungen zum Integrieren)
Geben Sie die folgenden Stammfunktionen an!

—3t—17 x2+2x_4 27'2+57'+7
a) [ 5% b) dz c dr
t*+2t -3 x3 — 52 +8x —4 ™ =32 +7-3
Tipps: Finden Sie in Aufgabenteil l Konstanten A € R und B € R mit qu = % + 5
In Aufgabenteil b)| brauchen Sie A € R, B € R und C € R mit 5 TE = % + % + q%.
In Aufgabenteil [c)| suchen Sie A € R, B € R und C' € R mit -~ p,q ’2 + %ﬁc und ¢ # 0.
p, q und r sind aei Polynome, aus denen die Integranden zusammengesetzt sind.

~—

%
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Aufgabenblatt 70 IntEinDim /Partiell

m IntEinDim/Partiell/Ag_IntEinDim_PartiellMitUndOhneTricks.tex

Aufgabe 70.332 (partielle Integration)
Berechnen Sie die folgenden Integrale bzw. Stammfunktionen mittels partieller Integration!

3 7 sin(In (r
a) /1(6w2—|—1)-2wdw d) /2 k3.cos(k’)dk g) /Wdr

1
2

b) /lln(2)§~ecdq e) /cos(z)-ezdz h) /_2 V1-—w?dw

—T

c) /le In (z) dz f) (sin (90))2 de i) /t -arcsin (t) dt

Tipp: Addieren Sie in den Aufgabenteilen |h)|und fi){im Zahler des neuen Integranden eine geschickte 0,
nachdem Sie einmal partiell integriert und anschliefend aufgerdumt haben!

m IntEinDim/Partiell/Ag_IntEinDim_PartiellOhneTricks.tex

Aufgabe 70.333 (partielle Integration)
Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration:

a)/(w+1)-ew+4dw b) /tQ-sin(t)dt 0) /16\/5.1n(x)dx
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Aufgabenblatt 71

(&)

IntEinDim /Stammfkt

IntEinDim/Stammfkt/Ag_AbleitenUndIntegrieren_Einstieg.tex

Aufgabe 71.334 (Ableiten und Integrieren)
Fiillen Sie die folgende Tabelle aus!

f(x) f'(x)

/ f(z)dz

2%+ 22°

sinz + cosx

2
cosx+——+5
T
3
Y P
x3+ v
3zt
6290

arctanx +C', C' € R

1
—the+C, CeR
x

(3]

IntEinDim/Stammfkt/Ag_IntStammFkt_WurzelEinsMinusSinus.tex

Aufgabe 71.335 (Was ist eine Stammfunktion?

Seien @ :=2-+v/2 und f: R = R mit z +— f () := /1 —sin (z).

a) Substituieren Sie ¢t = sin(x), um mit Hilfe des trigonometrischen Pythagoras’ /f(:L‘) dz zu

b)

berechnen!

27
Aufgabenteil [a)| scheint zu suggerieren, dass / f (z)dx = 0 gilt. Warum kann das nicht sein

0
und wie wird das Integral korrekt berechnet? Welcher Integralwert ergibt sich?

Rechts ist der Graph G, der Funktion g: R — R mit

2-4/1+sin(z), falls cos(z) >0
x — g(x) = i an-
—2-4/1+sin(x), falls cos(z) <0
gedeutet. Warum ist g keine Stammfunktion von f? Kon-
nen Sie eine Stammfunktion von f angeben (ohne Be-

weis)?

Vol olVa

T
s

2
o

SER
ot

(3]

IntEinDim/Stammfkt/Ag_Integrale_NachObererGrenzeAbleiten.tex

Aufgabe 71.336 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig differenzierbar sind und bestimmen Sie ihre Ableitung!
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—arcsin(t)

T 42
a) f:(0;1) - R mit x — f(z) ::/ e WmEF) . \/t2 +2dt
0

0 .
b) g: (—1; 1) — R mit z — g(x) — / artanh (y"i‘SQm(y)> .32y2+1 dy

124t
c) u:R— Rmit t— u(t):= / sin () - cosh (arctan (22 +2))dz
0

In(1+2) L
d) v:R— Rmitt— v(t) ::/ <\/3$2—48+2-65'S + 3 cos (52))ds

—et

m IntEinDim/Stammfkt/Ag_Integration_EinstiegMitAbleitungen.tex

Aufgabe 71.337 (Ableiten riickwérts)
Bestimmen Sie die Funktion f : D — R, falls dessen Ableitung f’(x) und der Wert in einem Punkt
bekannt sind!

a) D=R, f'(z) =423 + 2z, f(1) =2 d) D =R, f'(z) =cos(2z + ), f(r) =1

b) D =R, f/(z) = cos(x), f(m) =1 e) D=R, f'(x) = sin(z) - cos(z), f(3) =1
f) D=(0,00), f'(z) =2z -In(z) + =, f(1)=1

c) D=[-1,0), f'(z) =z +1, f(0)=1

m IntEinDim/Stammfkt/Ag_Integration_Grundintegrale.tex

Aufgabe 71.338 (elementare Stammfunktionen)
Bestimmen Sie die folgenden Stammfunktionen:

a) /gf*dz d) /idx g) /2~sin(m)dx

b) /(w2+3m3) dz e) /;dx h) /(:J:—I—sin(:c)—e“”) dz
¢) /(3/875”) dz ) /H?’de i) /(4+4-(tan(x))2>d:c

m IntEinDim/Stammfkt/Ag_Integration_Stammfunktionenl.tex

Aufgabe 71.339 (Stammfunktionen (1))
Bestimmen Sie die nachstehenden Stammfunktionen:

a) / (@) g, b) / arctan (z) dz o) / 2,

T T+ 3

m IntEinDim/Stamufkt/Ag_Integration_Stammfunktionen2.tex

Aufgabe 71.340 (Stammfunktionen (2))
Bestimmen Sie die nachstehenden Stammfunktionen:

a) /2m-(6x3+1) ds b) /(cos(:):))de o) /x-(x2—2)5 d

m IntEinDim/Stammfkt/Ag_Integration_Substitution_leicht.tex

Aufgabe 71.341 (Substitutionsregel)
Ermitteln Sie folgende Stammfunktionen mit Hilfe der Substitutionsregel:
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a) /sin(2x—5)dx b) /{‘/mdx c) /2x-sin(x2)dx d) /5:3;62—40190
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Aufgabenblatt 72 IntEinDim /SubstRegel

E IntEinDim/SubstRegel/Ag_IntEinDim_SubstRegelOhneTricks.tex

Aufgabe 72.342 (Substitutionsregel)
Berechnen Sie die folgenden Integrale bzw. Stammfunktionen mit Hilfe der Substitutionsregel!

2 3 qu 1 ) /Wdﬁ g) /tan (y)dy
a)/ (¢ - ©) /_12u+2 “ ] 295 49 42
4 5 V2 2 1
b)/ VEI+5de d) /ean f)/ T 2y h) /COS(D(M))dw
-1 n3 o 3 w
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Aufgabenblatt 73 IntEinDim /Uneigentlich

E IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntEinDimUneig_CauchyHW.tex

Aufgabe 73.343 (Cauchy’scher Hauptwert)
Priifen Sie zu den folgenden Funktionen f: R — R mit ¢ — f (¢) jeweils, ob das uneigentliche Integral

I:= / f (t) dt und der Cauchy’sche Hauptwert C := CH—/ ft)dt = ILm / f (t) dt existieren!

a) f(t):=sin(t) &) f(t)=t-e % &) f(1) = Dttt
b) f(t) := cos(t) d) f(t):=t- eé £) f(t):=cos(t) et

m IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_MajMinKriterium.tex

Aufgabe 73.344 (Majoranten- und Minorantenkriterium)
Entscheiden Sie, ob diese Integrale konvergieren:

o0 1 jus
cos 2 1
c ——du - dt
a)/ 1+g0 de )/1 u+ e e)/o £ - sin (1)
b dx d —dr
)/1 x ) 1 V1476

m IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_vermischt.tex

Aufgabe 73.345 (Uneigentliche Integrale)
Geben Sie bitte an, warum folgende Integrale uneigentlich sind und bestimmen Sie den Integralwert,
falls dieser existiert.

o) L 1 5 00
a)/ e "dt c) dz e)/

0 0 Z—l 1

2

1 \z—1 z+4+1 y? 71

m IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_vieleUneigentlicheIntegrale.tex

Aufgabe 73.346 (viele uneigentliche Integrale)
Priifen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren und geben Sie gegebenenfalls ihren
Wert an!

b) /:;dy ©) q sin(g)dg ) /jﬁdu k)/ Cosh
c)/ Lt f)/dt ) /IOOM@ ) | e

Tipp: Klammern Sie in Aufgabenteil k)| e™* im Nenner aus und substituieren Sie danach geschickt!

m IntEinDim/Uneigentlich/Ag_Orthogonal_HermitePolynome.tex

125


./IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntEinDimUneig_CauchyHW.tex
./IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_MajMinKriterium.tex
./IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_vermischt.tex
./IntEinDim/Uneigentlich/Ag_IntegraleUneigentlich_vieleUneigentlicheIntegrale.tex
./IntEinDim/Uneigentlich/Ag_Orthogonal_HermitePolynome.tex

Aufgabe 73.347 (Orthogonalitéit der Hermite-Polynome nachrechnen)
Die Hermite-Polynome H,, : R — R mit n € NU{0} sind unter anderem in der Physik von Bedeutung.
Es gilt

(Hy(z), Hy (7)) = 2" 0!/ T0nm

mit dem uneigentlichen Integral (L2-Skalarprodukt)

(Ho(z), Hn(z)) = /_OO e Hy(2)Hp(z)dz und 6y = {(1] Z;Z .

Uberpriifen Sie dies durch Berechnung der Integrale fiir n = m =0, n =0 und m = 1 sowien =m = 1
mit Ho(z) = 1 und Hy(z) = 2z. Verwenden Sie dabei [ e dz = /7.
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Aufgabenblatt 74 IntEinDim /Vermischt

m IntEinDim/Vermischt/Ag_IntEinDim_EinBetragDreiSubstRegelEinePIEineWaehlbarZweiBeides.
tex

Aufgabe 74.348 (Vermischte Integrale)
Berechnen Sie die folgenden Integrale und Stammfunktionen!

™

2 2 22 202 . 2
a z —1|dz c / — -sin (22)dz e)/ g) /y~ey-sm eV ) dy
) [ e ) )y 2 m (")

b)/ N W) )/g 1+1 df f)/ sin (t) - cos (t)dt h) /cos

m IntEinDim/Vermischt/Ag_IntEinDim_KosinusHochDreiPartiellUndSubst.tex

Aufgabe 74.349 (Integral auf verschiedenen Wegen berechnen)
Sei f: R — R mit z — f (z) := (cos (x))3

a) Finden Sie eine Stammfunktion von f mittels partieller Integration!
b) Finden Sie eine Stammfunktion von f mit Hilfe der Substitutionsregel!

Tipp: Verwenden Sie den trigonometrischen Pythagoras!

m IntEinDim/Vermischt/Ag_IntEinDim_KosinuspotenzenImNenner.tex

Aufgabe 74.350 (Negative Potenzen des Kosinus integrieren)
In dieser Aufgabe wollen wir Stammfunktionen der Funktionen f,,: R\ {g +kreR: ke Z} — R mit

x> fn(x):= W und n € N berechnen.

a) FindenSieeinAGRundeinBE]Rmitﬁ:% t+1 fir allet e R\ {—1;1} !

b) Macht man im Fall n = 1 die Substitution ¢ = sin (), so erhélt man mit Aufgabenteil [a)] eine

Stammfunktion von f;. Geben Sie eine Stammfunktion von f; an!

¢) Um uns auf den Fall n = 3 vorzubereiten, suchen wir zunéchst eine Stammfunktion der Funktion

9:R\{72r+k7reR:keZ}eRmitng(w):_(Sin((w)))g_

Integrieren Sie g mit Hilfe der Substitution y = (cos (x))2 !

Bemerkung: Wenn Sie wollen, kénnen Sie im Anschluss auch die Substitution z = cos (z) versuchen.

d) Verwenden Sie im Fall n = 3 zunéchst im Z&hler den trigonometrischen Pythagoras, um unter
Verwendung der partiellen Integration mit der Funktion aus Aufgabenteil [c)| und mit Hilfe des
Falls n = 1 eine Stammfunktion von f3 zu finden!

e) Fir die geraden Potenzen n = 2 und n = 4 findet man ,leicht* Stammfunktionen, wobei man fiir
n = 4 partiell integriert. Geben Sie Stammfunktionen von f» und f4 an!

f) Zeigen Sie folgende fiir alle n € N\ {1;2} giiltige Rekursionsformel:
sin (z n—2
/fn (x)dz = (z) — + /fng (z)dx
(n—1)- (cos(z)) n—1

m IntEinDim/Vermischt/Ag_Integrale_vermischt.tex

Aufgabe 74.351 (Vermischte Integrale)
Berechnen Sie die Integrale.
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a) /_Z\t—ldt c)/ — -sin (2t) dt e)/ sin (t) - cos (t) dt g)/msg\/f)
k) /14\/3(11+\fdt )/ 1+1 arm) f)/tz h)/tQH
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Aufgabenblatt 75 IntMehrDim /CavalieriRotation

E IntMehrDim/CavalieriRotation/Ag_Anwendung_Rotationsvolumen_mit_Funktion.tex

Aufgabe 75.352 (Volumen von Rotationskorpern)
Die folgenden Rotationskorper entstehen durch Rotation der Flache unterhalb des Graphen der Funk-
tion f: D — R mit  — f (z) um die z-Achse. Berechnen Sie das Volumen V dieser Rotationskorper!

a) f(z):=+/|z+1|, D:=1[-2;2] b) f(x):=az+sin(x), D := [0; 27]

Y
2

E IntMehrDim/CavalieriRotation/Ag_Cavalieri_KugelOhneZylinderl.tex

Aufgabe 75.353 (HM III - Klausur April 2021 (Aufgabe 2))

v {()e16)

a) Stellen Sie N als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar.

< 2,3021}.
2

b) Bestimmen Sie den Fliacheninhalt F/(N) von N.

c) Essei L der Korper, der sich bei der Rotation von N um die y-Achse ergibt. Bestimmen Sie das
Volumen V(L) von L.

m IntMehrDim/CavalieriRotation/Ag_RotInt_Gardinenstangenenden.tex

Aufgabe 75.354 (Enden von Gardinenstangen)
Eine Firma plant, Enden von Gardinenstangen herzustellen. Die gedrechselten Enden sollen die in den

Aufgabenteilen angezeigten Querschnitte bekommen. Die gebogenen Begrenzungslinien in Aufgaben-
teil @ sind dabei alle Parabel-formig mit Scheitel. Berechnen Sie jeweils das Volumen der Enden!

a) 3cm 3cm b) 3Jcm  3cm C) 2cm 2cm 2cm d) 3cm 3cm

wo ¢
wo ¢
wo ¢

wo ¢

wo ¢

lcm 4cm 1lcm
WOZ WO Wdg
lcm 4cm lcm

6 cm
lecm 4cm 1lcm

wo ¢

§ | | IntMehrDim/CavalieriRotation/Ag_RotInt_SektglasUndEichstrich.tex

Aufgabe 75.355 (Sektglas eichen)
Das Innere eines Sektglases ist wie ein Paraboloid geformt. Die Randkurve des Paraboloids ist sym-

metrisch zur vertikalen Achse und geht durch die Punkte (0,12cm)” und (3 cm,24cm)”. Das Glas ist
insgesamt 24 cm hoch.
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a) Geben Sie die Funktionsgleichung der Randkurve an!
b) Bestimmen Sie die Fiillmenge des Glases!

c) In welcher Hohe miissen Sie den Eichstrich fiir 0.1 Liter anbringen?

§ || IntMehrDim/CavalieriRotation/Ag_RotInt_TorusVolumen.tex

Aufgabe 75.356 (Volumen eines Torus)
Berechnen Sie das Volumen eines Torus’!

Ganz links sehen Sie die
3D-Darstellung, rechts
davon die Draufsicht und
oben den Querschnitt
eines Torus’.

t
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass / 2-vVa—t2dt =t-v/a—t2+a-arcsin <7> fiir
a

alle a € R mit a > 0 und alle ¢t € R mit —y/a <t < /a gilt.

E IntMehrDim/CavalieriRotation/Text_IntMehrDim_ZylinderZentriertAusHalbkugelAusstanzen.
txt

Aufgabe 75.357 ()

IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_ZylinderZentriertAusHalbkugelAusstanzen
kann auch mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri geldst werden.
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Aufgabenblatt 76 IntMehrDim /Intervalle

m IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_Fubini2DOhneHuerdenNachStewCalc.tex

Aufgabe 76.358 (Satz von Fubini)
Berechnen Sie fiir B := {(a:,y)T € R? ‘ 0<z<lund —3<y< 3}
und Q := {(:U,y)T € R? ‘ T € [O; %} und y € [0; %]} die folgenden Integrale!

a) /Bx;;gfld(x,y) b) /Qac-sin(x—i—y)d(x,y)

m IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_Fubini3DOhneHuerdenNachArensHettlich.tex

Aufgabe 76.359 (Integrale iiber Quader)
Berechnen Sie die Volumenintegrale / f(z,y,2)d (z,y, 2) fiir die angegebenen Mengen B C R? und

B
Funktionen f: B — R als iterierte Integrale.

a) f(mayvz):w, B:[O;1]3 C) f(mjy’z)_(l‘Qj_zyQ)Q’B_ [?;I}X[O;lf
b) f(z.y.2) = Smy(izz) d) f(y,2) = W
B =[-Z;0] x [0;2] x [0;F] B =[In(2);1] x [0;V3] x [-1;1]

m IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_Fubini3DReihenfolgeVonUnwichtigNachWichtig.tex

Aufgabe 76.360 (Integrale iiber Quader)
Berechnen Sie die folgenden Volumenintegrale als iterierte Integrale!

2 2. /3
Sy 150 4 ) 0 M2 08 (15,1
0:2)x [~ x[13] W (05 x[0sv3B]x[o;2) 1 +s
2
p- (W +7) d / oy
AT A, 0,0 ) d(z,y,2)
/[0;1]3 1+ + 92 (.. 9) (121 x[0:1] \/yz? + 2

m IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_FubiniGegenbeispielSubstBetragsQuadrat.tex

Aufgabe 76.361 (Integrationsreihenfolge bei iterierten Integralen)
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

vy - (2% —y?)

. ry- "y
(y> = (@) =4 (a2 +y2)°

0, falls z =y = 0.

, fallsz# 0 oder y #0

2 1 1 2
a) Berechnen Sie die beiden iterierten Integrale / < / f(z,y) dy) dx und / < / f(z,y) dx) dy
0 0 0 0

unter Verwendung der Substitution v = 2% + 2.

b) Wieso erhalten Sie unterschiedliche Ergebnisse fiir die beiden iterierten Integrale?

m IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_IterierteIntegrale2DOhneHuerdenNachStewCalc.tex

Aufgabe 76.362 (Iterierte zweidimensionale Integrale)
Berechnen Sie die folgenden Integrale!
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a) /13</01(1+4xy)dm>dy b) AQ(/ng-sin(y)dy>dx c) /01</12xfdy>dx

E IntMehrDim/Intervalle/Ag_IntMehrDim_IteriertesIntegral4DOhneHuerden.tex

Aufgabe 76.363 (Iteriertes vierdimensionales Integral)
Berechnen Sie das Integral

L)t a) ) o) an
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Aufgabenblatt 77 IntMehrDim /Normalbereiche

E IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntMehrDim_NB2DFahneDreieckFaecher.tex

Aufgabe 77.364 (Normalbereichsintegrale in der Ebene)
Seien p: R — R mit ¢ = o (t) := /[t — 1], ¥: R — R mit ¢t — 1 (t) := /|11 — 2], a := 3 — v/3 und

R, := {t € R | t > 0}. Uberlegen Sie, beziiglich welcher Achsen die skizzierten Mengen Normalbereiche
sind und integrieren Sie die angegebenen Funktionen iiber die Mengen!

a) f:R? = R mit (x,y)T — b) g¢: Ri — R mit (:U,y)T — c) h: R? = R mit (:E,y)T >

2
f(x,y) := xyn* - sin (7y?) g(z,y) = (%) h(z,y) = 52%- (y - 3)
3 Gyl 3 31 ' p
V31 Q 2 B 2
1 ] 1 “
R ol sl
y 1 2 3 4 y 1 2 3 4 y 1 2 3 4

§ | | IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntMehrDim_NB3DNachStewartCalculus.tex

Aufgabe 77.365 (Integrale {iber 3-dimensionale Normalbereiche)
Berechnen Sie die Volumenintegrale / f(z,y,2)d (z,y, 2) fiir die angegebenen Mengen B C R? und
B
Funktionen f: B — R mit (z,y,2)" — f (7,9, 2) als iterierte Integrale.
a) f(r,y,2):=2, B= {(;v,y,z)T e R? ’ 0 <min{z;y;z} und z+y+ 2 < 1}
Twpp: B ist die durch die Ebenen z =0, y =0, 2 = 0 und = + y + z = 1 begrenzte Pyramide.
b) f(z,y,2):=2-Va?+ 22, B= {(:U,y,z)T € R3 | 22+ 22 <y<4und z > 0}

Tipp: B ist ein halbes um die y-Achse drehendes und durch die Ebene y = 4 begrenztes Rotati-
onsparaboloid. Wihlen Sie als Integrationsreihenfolge (von innen nach aufen) z — y — x.

c) f(z,y,2) ::y—l-exp(§>, B:{(ac,y,z:)TeRg}0<y§17 ygxglund()gzgzy}

d) f(z,y,2):=2"+sin(y)+3z, B={(z,y,2)" €eR?|2?+¢?+22 <1}

E IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntMehrDim_NB3NurRechnenOhneSkizze.tex

Aufgabe 77.366 (Integrale iiber 3-dimensionale Normalbereiche)
Berechnen Sie die folgenden Volumenintegrale!

a) /wd(u,v,w) mit D := {(u,0,w)" €ER} [u>1, v>2, v v<6und 0<u-w<v}
D

b)/sin(gp—l—ﬁQ)-rd(r,ﬁ,gp)mitQ::{(r,ﬁ,g@)TeR3 0<p< 7, 192§g0und()§r§\/|gm9|}
Q

) /yz2d<x,y,z> mit B = {(2,5,2)" € R® | 0 < min ({y;2}) und y+ 2 <2 — |z[}
B

Tipp: Eventuell konnen Sie p: R — R mit z — ¢, := 2 — |z| als Abkiirzung verwenden.
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§ | | IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntMehrDim_NBErkennenUndFlaecheninhaltBerechnen.tex

Aufgabe 77.367 (Normalbereiche erkennen)
Welche der folgenden Mengen B stellen einen Normalbereich beziiglich der z- bzw. y- bzw. ggf. z-Achse
dar? Schreiben Sie die Mengen in der entsprechenden Form!

Berechnen Sie aufserdem jeweils den Flacheninhalt bzw. das Volumen / 1d7 der Figur!
B
Tipp: Eine Stammfunktion zu /a2 — (¢t — b)2 ergibt sich mit der Substitution s = ¢t — b, partieller Integration mit dem

Faktor 1, Addieren von a®—a?, der Substitution v = ﬁ und Integralgleichungsumstellung zu / va?—(t— b)2 dt =

1. <a2 - arcsin (%) +({=b)-ya%—(t— b)2>. Sie diirfen diese Aussage ohne Beweis verwenden.

a) c) e)

4Ak
>
3__
2_-
1
Fabrikhalle Kraftwerk
} } } } } } } }
2 1 1 2 3 1 2 3
b) d) f)
Schutzhelm Facher
— — — — Doppel-
2 1 1 2 3 2 1 102 pyramide

§ || IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntMehrDim_NBIntegrationsReihenfolgeTauschen.tex

Aufgabe 77.368 (Integrationsreihenfolge vertauschen)
Fiir eine auf dem angegebenen Integrationsgebiet B stetige Funktion f: D — R mit (z,y)" — f (x,v)
und B C D C R? sei ein Doppelintegral gegeben in der Form

Jf:=/03<Ljf(x,y)dy)dx.

a) Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge, also finden Sie @ € R und b € R mit a < b sowie
g: [a;b] = Rund h: [a;b] = R mit y — g (y), y — h(y) und g (y) < h(y) fiir alle y € [a;b], so

b h(y)
dass Iy = / / f(z,y)dx | dy gilt!
a 9(y)

b) Testen Sie ihre Umparametrisierung aus Aufgabenteil indem Sie I; fiir 1: R? — R mit
(x,9)" = 1(x,y) := 1 iiber beide Parametrisierungen berechnen und die Ergebnisse vergleichen!

c) Berechnen Sie I, fiir ¢: R? — R mit (z,y)" — ¢ (z,y) =z eV’ !

m IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntegralrechnungImRn_Normalbereiche2D_mittel.tex

Aufgabe 77.369 (Integrale iiber 2-dimensionale Normalbereiche)
Skizzieren Sie nachfolgend jeweils den (Normal-)Bereich B und berechnen Sie das Integral / f(z,y)d(z,y)
B

mit f: B — Rund (z,y)" — f (z,y) als iterierte Integrale.
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a) f(z,y):=2'y+3, B={(z,y)" €R?®|-1<z<lundz’<y<1}
b) f(z,y):=5—-22—y% B={(z,y)" eR?||z|+ |yl <1}

c) f(x,y) := 2% —y?  wobei B C R? die Menge zwischen den Graphen der Funktionen z + 2
und x — 23 ist (die z-Koordinate variiert zwischen den Schnittstellen der beiden Funktionen)

d) f(z,y):=y'-sin(y), B={(z9)" €eR?|0<z<y<]}

§ || IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_IntegrationMehrdimensional_Normalbereiche_Teil.tex

Aufgabe 77.370 (Integration in R? und R3)
Berechnen Sie die Integralwerte

a) /01/012 (z + 2y) dy dz c) /01/()2/()x+z(6xz)dyd3:dz

1 2z ry
Lo 3 1 pvi=z? e /// 2zyz)dzdy de
b)/o/ox/l—UQdudv d)/o/o/o z-eYdrdzdy ) 0 Ja 0( vz) Y

§ || IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_Mengen_NBOderNichtKartenAmpelHelden.tex

Aufgabe 77.371 (Normalbereich oder nicht)

Geben Sie an, welche der folgenden Mengen einen Normalbereich beziiglich der entsprechenden Achsen
darstellt! (h fiir ,horizontale Achse”, v fiir ,yvertikale Achse®, k fiir ,keine der beiden Achsen‘)

Die Mengen sind jeweils das Innere der gezeichneten Berandung inklusive des Rands.

a) c) e)

o N
=
ol
o | Wl
}
N[
K I
}
D= o
nn

[Jh Ry [Tk [Jh v [Tk [Jh R [Tk

)
N[—=
=)

=
D=
=
=
Lﬁ* |
=
;

[Jh Llv LIk [Jh v [Tk [Jh v [Tk

Die Schnittpunkte mit der horizontalen Achse liegen in Aufgabenteil |e)| bei —% und %, die mit der
vertikalen Achse bei —% und %. Drei der fiinf Innenwinkel haben ein Bogenmak von 7.
Geben Sie die Menge S in Normalbereichsnotation beziiglich der Achse(n) an, beziiglich derer es sich

um einen Normalbereich handelt!
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§ || IntMehrDim/Normalbereiche/Ag_VollstInd_FaltungMitMonomDurchFortgesetztesIntegrieren.tex

Aufgabe 77.372 (Vollstindige Induktion mit Integration iiber einen Normalbereich)
Seien a € R, b € R\{a} mita <0 <b, D :=[a;b], g: D — R mit ¢t — g (t) eine integrierbare Funktion,
€T

fo: D — R mit z — fy(z) :—/ g(t)dt und f,,: D — R mit z — f, (z) := /Ozfn_l(t)dt fiir alle

n € N. Zeigen Sie fa(z) == / gt) - (z—t)"dt fir allen € Ngund allex € D |
0
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Aufgabensammlung Mathematik ®
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Karlsruher Institut far Technologie

Aufgabenblatt 78 IntMehrDim /StandardSub

m IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_3ZylKoord2KugelKoordKoerpernamenInAgText.tex

Aufgabe 78.373 (Integration in Zylinder- und Kugelkoordinaten)
Berechnen Sie die folgenden Integrale iiber einen schrigen Halbzylinderstumpf, eine Viertelkugelschale,
einen Halbzylinderring, einen Zylinder mit Paraboloid-Ausschnitt und eine Halbkugel!

a) /xzd(:z:,y,z) mit  := {(fv,y,z)TGR3 ‘ 22 +y? < 16 + 6y und0§x§z§6}
Q

Tipp: Hilft Thnen eine quadratische Ergédnzung und der trigonometrische Pythagoras?

2
b) /Qinnyd(x,y,z) mit = {(2,9,2)" € R¥ | 1 <2?+y? + 2% <16 und min {z;y} > 0}

c) /yz‘emd(x,y,z) mitQ::{(x,y,z)TER3 ’ 2 <eV*H¥? <4 4 >0und —2§z§3}
Q

Y /Qxyy’d(”?’y’z) mit = {(z,y,2)" €R® |1 <2 <142 +y? <4}
w2 _ 1fw?-1

Tipp: Fir alle w € R ist The? = 1ter

e) /z-sin (x/x2—|—y2>d(x,y,z) mit Q= {(z,9,2)" € R | 22 + y* + 22 < 7% und z > 0}
Q

§ || IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_PolarKoordPacmanRegenbogenArchSpirale.tex

Aufgabe 78.374 (Integration in Polarkoordinaten)

N 9 . o t-cos(mt) . o [t-cos(2m — 7t)
Sei w: R — R” mit t — @ (t) := (—t sin (1) ) Fiir alle ¢ € R folgt dann @ (t) = R ——

Sei R? := R?\ {6 } Berechnen Sie die Integrale der gegebenen Funktionen iiber die skizzierten Mengen!

a) f:R? = R mit (:U,y)T — b) g: R2 — R mit (m,y)T > c) h: R? = R mit (m,y)T >

2

flay) =3z +y g(w,y) = (1) h(z,y) = o

2 0 2 2T4([0;2])

1" 1- 1__

o 7 15 |

—2 1.3 —2 —1 1 2 2 -1y D 2
\—1-:/\[ 14 —14

—24 924 _9l

Tipp zu Aufgabenteil @ Verwenden Sie das Additionstheorem fiir doppelte Winkel im Sinus!

§ | | IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_PolarkoordOderNB.tex

Aufgabe 78.375 (Integration in Polarkoordinaten)
Die folgenden Mengen sind Normalbereiche beziiglich beider Koordinatenachsen:

1

Berechnen Sie die folgenden Integrale moglichst geschickt!
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Y
D [@rat)den o [Pl o | tizd)

b) /x-eﬁ'yd(x,y) d) / -sin (x)) d (z,y) Hinweis: Funktionaldetermi-
v nante Ellipse: abr

m IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_Polarkoordinaten.tex

Aufgabe 78.376 (WiWi-HM III - Klausur Februar 2013 (Aufgabe 1, Teil 1))

a) Geben Sie die Polarkoordinatendarstellung der ,, Kurvengleichung®

($2+y2)2=2'962+y2, z,y €R,

all.

b) Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Menge
M := {(:E,y) e R%: (:U2+y2)2 <2-22+y*und 22 +¢y* > 1 und z,y > 0}.

Hinweis: Es gilt:

/2 -cos? (t) dt = cos (t) - sin (t) +t + const., t € R.

m IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_Substitution3D.tex

Aufgabe 78.377 (Substitution in R3)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) /\/x2+y2d($,y,z),Q::{(m,y,z)TeRg‘x2+y2§16und —5§z§4}
Q

b) / e“d(z,y, z), Q liegt zwischen den Fliachen { (x, Y, z)T c R3 ’ =142+ yQ}7
Q
{ (957% Z)T € R? ‘ 22+t = 5} und der zy-Ebene.

c) / (x2 +y? +2%) d(x,y, 2), Q ist die Einheitskugel { (z,y, z)T €R3 ‘ 22 +y?+ 22 < 1}.
Q
d) / / / (xz)dzdzdy. Hinweis: Zylindrische Koordinaten.
352+y

V1i—z2 2— x2
e) / / / (zy) dzdy dz. Hinweis: Kugelkoordinaten.
x2+y

f) / 22 yd(z,y,2), Q liegt innerhalb des Ellipsoids {(m,y, Z)T e R3
Q

22 | yr | 22
St etz =1

Hinweis: Sie kénnen zunéchst die Substitution z = |a|u, y = |b| v, z = |¢| w verwenden.

m IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_WiWi_HMIII_2012_April.tex

Aufgabe 78.378 (WiWi-HM III - Klausur April 2012 (Aufgabe 1))
Gegeben sei die Menge

A= {(:r,y,z) ER?"zE [0,1],3U2+92 <2,y> m}
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a) Skizzieren Sie die Schnittmenge von A mit der xy-Ebene im gegebenen Koordinatensystem.

b) Beschreiben Sie die Menge A mit Hilfe von Zylinderkoordinaten. Vereinfachen Sie dabei so weit
wie moglich.

c) Transformieren Sie das Integral

I:= /A (2 + %) e(e™v%)zq (x,y,2)

von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoordinaten und vereinfachen Sie den Integranden.

d) Berechnen Sie den Wert von . Sie konnen dabei eine Formel als Zwischenergebnis angeben, um
bei Rechenfehlern Teilpunkte zu erhalten.

m IntMehrDim/StandardSub/Ag_IntMehrDim_ZylinderZentriertAusHalbkugelAusstanzen.tex

Aufgabe 78.379 (Volumen eines Korpers, Klausuraufgabe vom Friithjahr 2013, ETIT)
Gegeben ist der Korper

Bi={(z,y,2)" €eR® |+’ + 22 <4}n{(z,y,2)" €R® | 2> +y* > 1 und z > 0}.

Skizzieren Sie B und berechnen Sie das Volumen von B.
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Aufgabenblatt 79 IntMehrDim /Substitution

§ || IntMehrDim/Substitution/Ag_InegrationMehrDim_LineareSubs.tex

Aufgabe 79.380 ((Affin-)lineare Koordinatentransformation)
Berechnen Sie das Integral / f(x,y)d(z,y) mit
B

§ || IntMehrDim/Substitution/Ag_IntMehrDimSubst_TorusVolumen.tex

Aufgabe 79.381 (Volumen eines Torus)
Berechnen Sie das Volumen eines Torus’!

(= (3
Ganz links sehen Sie die
3D-Darstellung, rechts
davon die Draufsicht und

oben den Querschnitt
eines Torus’.

Hinweis: Der Torus mit R > r > 0 ist das Bild fr ([0;7“] x [0; 27r]2> der Funktion fr: R3 — R3 mit
(Qa ®, ¢)T = fR (IQ’ 90711)) = ((R + 0 - cos (17[))) - COS ((10) ) (R + 0 - cos W)) - sin ((10) y 0 sin W))T

§ || IntMehrDim/Substitution/Ag_IntegrationMehrdimensional_Substitution2D.tex

Aufgabe 79.382 (Substitution im R?)
Berechnen Sie die Integrale / f(z,y)d(z,y) mit f: Q@ — R und (z,y)" ~ f(x,y), indem Sie die
Q

angegebenen Substitutionen verwenden:

a) Mit der Substitution in Polarkoordinaten: z = r - cos (¢), y = r - sin (¢)
(i) f(x,y) := xy, Q ist der Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt (0,0)".

(i) f (z,y) := x+y, Qist der links der y-Achse liegende Teil von { (z, y)T € R? ‘ 22 +y? el 4]}
(iii) f(z,y):=z+y, Q:= {(x,y)T € R? ‘ 0<y<lundy<z< \/2—y2}.
b) f(z,y) := 22, Q ist das Innere der Ellipse 922 4 4y? = 36. Substitution: z = 2u, y = 3v.

c) f(z,y) :=2® — zy + >, Q ist das Innere der Ellipse 22 — zy + 3% = 2.
Substitution: $:\/§‘U—\/T6'U,y=\/§-u—|—\/?é-v,

d) f(z,y) = xy, Q liegt im ersten Quadranten (also Q C { (:c,y)T c R? ‘ 0<yund 0 < nc}) ZWi-

schen den Linien y = z, y = 3z, xy = 1 und xy = 3. Substitution: x = u/v, y = v.
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Aufgabenblatt 80 IntMehrDim /Theorie

m IntMehrDim/Theorie/Ag_IntegralrechnungImRn_2dimGebietsintegralNichtFubini.tex

Aufgabe 80.383 (Integral iiber 2-dimensionalen Bereich — Fubini anwendbar?)
Berechnen Sie die beiden iterierten Integrale

// y 7 dedy und // Y 5 dydz !
:U+y

Kann man hier den Satz von Fubini anwenden? Wenn ja, zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des

Satzes erfiillt sind! Wenn nein, geben Sie eine Voraussetzung des Satzes an, die verletzt ist!

Hinweis: Wenn Sie mochten, konnen Sie nur das erste iterierte Integral explizit berechnen (Tipp:
0 addieren) und den Wert des zweiten Integrals durch eine Symmetrieiiberlegung ermitteln.

m IntMehrDim/Theorie/Ag_RiemannIntegrierbar_IntegrierbarkeitUebepruefen.tex

Aufgabe 80.384 (Integrierbarkeit {iberpriifen)
Verwenden Sie die Zerlegungen

Zni—{<2n72n>;1736{0717-"7271}}’ neN

des Quadrates [0,1]2 um zu zeigen, dass die Funktion
fiR? R, (2,9) = flz,y) =2 +y

iiber [0,1]? Riemann-integrierbar ist.
Bemerkung: Das Riemann-Integral selbst brauchen Sie nicht auszurechnen!

E IntMehrDim/Theorie/Ag_RiemannIntegrierbar_MitSummenIntegrieren.tex

Aufgabe 80.385 (Mit Summen integrieren)
Bestimmen Sie das Riemann-Integral der Funktion

f:R2_>R7 (x,y)'—>f(a?,y)=:c—y

iiber Q = [0,1]? als Grenzwert von Ober- und Untersummen.
Verwenden Sie dafiir die Zerlegungen

m IntMehrDim/Theorie/Ag_RiemannIntegrierbar_NichtIntegrierbar.tex

Aufgabe 80.386 (Nicht integrierbare Funktion)
Zeigen Sie mit Hilfe der Untersummen, dass die Funktion

Yy # 0
,y=0

O wig

FiRZS R, (z,y) = fz,y) = {

iiber Q = [0,1)? nicht Riemann-integrierbar ist.
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Aufgabenblatt 81 IntTrafo/Fourier

E IntTrafo/Fourier/Ag_FouTrafo_IntegralUeberRuecktrafoBerechnen.tex

Aufgabe 81.387 (Uneigentliches Integral mit Hilfe der (inversen) Fourier-Transformation berechnen)

a) Zeigen Sie, dass die Funktion ¢g: R — R mit x — g (z) := absolut integrierbar ist!

1+ 22

b) Ermitteln Sie eine Funktion f: R — C mit Ff = g, indem Sie das Ergebnis einer bereits gelosten
Aufgabe auf diesem Blatt zur Hilfe nehmen!

Hinweis: Man nennt diese Vorgehensweise ,,Riicktransformation durch Nachschlagen in einer
Transformationstabelle.

o0

c) Berechnen Sie das Integral / g (z) - exp (i-x)dx mit Hilfe der inversen Fourier-Transformation!
—0o0

d) Verwenden Sie den Integralwert aus Aufgabenteil um das reelle uneigentliche Integral
(0.9]
/ cos (1‘2) da
oo 1+

zu berechnen! Dies ist mit elementaren Mitteln (ohne Fourier-Transformation) nicht moglich.

E IntTrafo/Fourier/Ag_Fouriertrans_AbgeschnitteneSignumFktInklFaltung.tex

Aufgabe 81.388 (Fouriertransfomierte und Faltung)
Fiir eine Funktion f: R — R mit 93 — f(x), welche stiickweise stetig und absolut integrierbar ist,

bildet f: R — R mit s — f / f (z) - e ** dz die Fouriertransformierte von f.

Fiir zwei quadratisch integrlerbare Funktlonen g: R—> Rmit z+— g () und h: R — R mit x — h(x)
1 oo

bildet g * h: R — R mit t — (g*h) (t) := — - / g (t —z) - h(z)dz die Faltung von g und h.

27 J_
Seien o € R mit o > 0 und b € R mit b > 0, sowie

b, fir0<z<a
Yap: R R mit = yap(x) =4 —b, fir —a<z<0.
0, sonst
a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte gq !

b) Berechnen Sie die Faltung von y, , mit sich selbst!
Tipp: Fallunterscheidung fiir ¢ € (—oo; —2a) U [—2a; —a) U [—a; 0) U [0; ] U (a5 2a] U (2ar; 00).

c) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Faltung aus Aufgabenteil

m IntTrafo/Fourier/Ag_Fouriertrans_DGLMitFouriertransLoesenRSIstEHochMinusBetrag.tex

Aufgabe 81.389 (Losen einer Differentialgleichung mit Hilfe von Fouriertransformation)
Seib: R — R mit ¢~ b(t) := —e M.
Sei y: R — R mit ¢ — y (t) zweimal differenzierbar auf R, so dass fiir alle ¢t € R gilt

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung!
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~ ~ 1 00 :
b) Fiir die Fouriertransformierte b: R — R mit s +— b (s) := o / b(t) e s dt gilt
™ —00

~ ~1

b(s) = T 0+ fiir alle s € R.

Wenden Sie auf beide Seiten der Differentialgleichung die Fouriertransformation an, um eine
Darstellung der Fouriertransformierten yp einer partikuliaren Losung yp der Differentialgleichung
zu erhalten!

c) Mit Hilfe des Faltungssatzes ldsst sich die partikuldre Losung als Faltung zweier Funktionen
aufschreiben. Geben Sie eine integralfreie Darstellung der partikuldren Lésung an!
Tipp: Machen Sie eine Fallunterscheidung fiir £ > 0 und ¢t <0 !
Teilen Sie in beiden Fiéllen das zu berechnende Integral an ¢ und an 0 auf!

d) Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung, welche die Randwerte y (—1) = y (1) = 0
erfiillt!

& || IntTrafo/Fourier/Ag_Fouriertrans_FaltungEinesRechteckimpulsesMitSichSelbst.tex

Aufgabe 81.390 (Faltung und Fouriertransformation)
1, fiir —

Gegeben sei die Funktion h: R — C mit der Vorschrift ¢ — h (t) := {
0, sonst

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte h von h.

b) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte m, ohne die Faltung h * h auszurechnen.

Tipp: Vereinfachen Sie Ihr Ergebnis durch Anwenden des trigonometrischen Pythagoras und des
Additionstheorems cos (z + y) = cos (z) - cos (y) — sin () - sin (y) mit z =y = 5.

c) Berechnen Sie jetzt die Faltung h x h mit Hilfe der Definition der Faltung.

d) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis aus Aufgabenteil @ indem Sie & % h mit Hilfe der Definition der
Fouriertransformation ausrechnen. Welcher Weg zur Bestimmung von h * h ist einfacher?
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Aufgabenblatt 82 IntTrafo/Fourier Ausrechnen

m IntTrafo/FourierAusrechnen/Ag_FouTrafoAusrechnen_AbklingendeExpMalHeaviside.tex

Aufgabe 82.391 (Eine niitzliche Korrespondenz)

1, firt>0
Seien 0: R — R mit t > o (t) == ST e Einheitssprung- bzw. Heavisidefunktion, b € R
0, firt<O0
mit b > 0und fp: R = Rmit ¢ — fp () := e .o (t). Beweisen Sie durch Integration, dass Ffy: R — R
mit w — (Ffp) (w) := % die Fouriertransformierte von fj ist!

m IntTrafo/FourierAusrechnen/Ag_FouTrafoAusrechnen_ DreiExpUndEineLineare.tex

Aufgabe 82.392 (Fouriertransformationen ausrechnen)
Berechnen Sie jeweils die Fouriertransformierte der angegebenen Funktion!

e ®, fallsz >0

a) f:R—)Rmitx»—)f(z)::{O sonst

b) fol-|:R—Rmitz f(|z])=el

3t—2, falls —4<t<4

c) g: R—>Rmitt+ g(t):=
0, sonst

falls — T < p <
d)h:R%Rmitw%h(Qp)::{COS(W), alls — 7 <<

0, sonst

m IntTrafo/FourierAusrechnen/Ag_FouTrafoAusrechnen_Dreiecksimpuls.tex

Aufgabe 82.393 (Fouriertransformierte)
Bestimmen Sie die Fouriertransformierte des Dreieckimpulses

14t fir —1<t<0
ffR—-R mit t—f(t):=<¢1—-¢t, firo<t<l1
0, fir [t > 1

Hinweise: Die Fouriertransformierte ist reellwertig, da f eine gerade Funktion ist.
Mittels partieller Integration lésst sich [z - e hT dy = = e kT 4 1%2 -7 kT 1 O zeigen.

m IntTrafo/FourierAusrechnen/Ag_FouTrafoAusrechnen_ProduktMitCharFkt.tex

Aufgabe 82.394 (Fourier-Transformationen ausrechnen)
Es ist id: R — R mit ¢ ~ id(t) := t. Sei g: R — R mit ¢t ~ g (t) := e . Berechnen Sie die
Fourier-Transformierte des Produkts der angegebenen Funktion mit der charakteristischen Funktion

1, fi D
1p:R—>Rmit z+— 1p (z) =< tlrxe fiir das zugehorige D CR !
0, firaz¢ D
a) id auf D := [-5; 5] c) sin auf D := [—m; 7] e) cosh auf D := [-1;1]
b) g auf D :=R d) sin auf D := [-Z; Z]
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Aufgabenblatt 83 KomplAna/Laurentreihen

E KomplAna/Laurentreihen/Ag_Laurentreihe2.tex

Aufgabe 83.395 (Laurentreihen)
Entwickeln Sie die Funktionen jeweils in eine Laurentreihe fiir 0 < |z — 29| < R und geben Sie das
Residuum res(f; zg) an:

1
a) f(z):zgiﬁirzo:O,Rzl

!

b) f(Z):mfurZ(]:O,R:5
c) f(z):ZQigfiirzO:?),R:G
d) f(z)= firzo=1, R=2

(z—1)2%(z+1)

e) f(z):z“r’-e% fir 2 =0, R = o0
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Aufgabenblatt 84 KomplAna/Residuensatz

m KomplAna/Residuensatz/Ag_Residuensatz_reelleKurvenintegrale.tex

Aufgabe 84.396 (Reelle Integrale mit Residuensatz 1)
Berechnen Sie die Integrale

2m 1 2m SlIl
——dt b
a) /0 3+ cos (t) ) / 3 — 2sin ()

indem Sie diese als Kurvenintegrale in der komplexen Ebene (Kurve: Kreis um Ursprung mit Radius
1) auffassen.

E KomplAna/Residuensatz/Ag_Residuensatz_reelleKurvenintegrale2.tex

Aufgabe 84.397 (Reelle Integrale mit Residuensatz 2)
Berechnen Sie die Integrale mit Hilfe der Formel

R S
I%El)o/Rf(x)dx:2771‘;Res(f;zk)

™

wobei z1,...,zg die Pole von f(z) mit Im (z;) > 0 sind. (Gilt fiir Rlim f (Re) - Re' dt = 0.)
H

o0 1 o0 22 x sin(z
d
2) /_oo (22 +1)° ! ©) /_oo(x2+4)2dm )/ a:4+1

.%' —CL 00 I2
b -
) / m4+1 d) /0 :p6+1dx
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Aufgabenblatt 85 KomplZahlen/Darstellung

E KomplZahlen/Darstellung/Ag_BeweiseMitKomplexenZahlen.tex

Aufgabe 85.398 (Kleine Beweise mit komplexen Zahlen in WiWi Alt-Klausuren)

a) Sei z € C eine komplexe Zahl mit 2% > 0. Insbesondere gelte also z? € R. Zeigen Sie, dass z € R
gilt.

b) Seien z1, 2o € C komplexe Zahlen mit Re (z2),Im (22) # 0 und es gelte
Re L) = Re (zl).
z9 Re (ZQ)
(i) Beweisen Sie, dass Im (21) Re (22) = Re (21) Im (22).

(i) |z1] =1 = |22] und Im (z1),Im (22) > 0. Folgern Sie, dass z; = zs.

c) Beweisen Sie fiir alle z € C und alle n € N die Formel von Moivre:

(cos(z) +1isin(z))" = cos(nz) + isin(nz)

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplDarst_AddTheoAusEuler.tex

Aufgabe 85.399 (Additionstheoreme mit der Eulerformel beweisen)

Setzen Sie in beide Seiten der Gleichung e"(*1%) = ¢i* . ¥ die Eulerformel ein, multiplizieren Sie aus
und vergleichen Sie Real- und Imainérteil, um zwei Additionstheoreme zu erhalten!

Hinweis: Die Gleichung gilt fiir alle x € C und alle y € C.

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplZahlen_KartesischZuTrigonometrischUndEuler.tex

Aufgabe 85.400 (Trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen)

Geben Sie die komplexen Zahlen in der trigonometrischen Darstellung 7 - (cos () + i - sin(p)) an,
die auch polare Darstellung oder Polarform genannt wird. Sie konnen zudem die Schreibweise mit der
Exponentialfunktion r - 'Y angegeben, die auch Exponentialform oder Eulerform heift.

a) 4+4-i c) VI8 —V18-i e) VI2+2-i
b) —1+i d) i3 f) —4—V48-1

E KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplZahlen_RealUImagBestimmen.tex

Aufgabe 85.401 (Real und Imaginirteil, Betrag und Konjugieren in WiWi Alt-Klausuren)
Bestimmen Sie den Real- und Imaginéarteil sowie den Betrag und das komplex Konjugierte der folgenden
komplexen Zahlen

et 3 = e 4
A A=
9 4(1—1i
0 - (on(3) n (3) 0 ot

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplZahlen_Rechenregelnl.tex

Aufgabe 85.402 (Potenzen komplexer Zahlen)
Vereinfachen Sie folgende komplexe Zahlen.
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a) (5e*%i)4, b) (16%’“1)’1, c) (2-i), d) (4+30)2.

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplZahlen Rechenregeln3.tex

Aufgabe 85.403 (Kehrwerte und Quotienten komplexer Zahlen bilden)
Berechnen Sie % bzw. 2 fiir:

a) z=41 c)z:(ie%i , e) z=i4+3,w=61

b) z=3-i d) z=-8i,w=3+16i f) z=2¢e™ w=28—5i

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplZahlen RechenregelnDarstellung.tex

Aufgabe 85.404 (Rechnen mit komplexen Zahlen)
Schreiben Sie diese komplexen Zahlen in der Form a + bi mit ¢ € R und b € R:

a) 5i(i+4)%, c) —3+Ti+|3-Ti, e) ==, g) |m=4],
. - = . Iy
b) 2%, d) 3+7—3-1, £) 52 h) |i—e7i|.

m KomplZahlen/Darstellung/Ag_KomplexeZahlen_ Rechenregeln4.tex

Aufgabe 85.405 (Komplexe Zahlen konjugieren und Quotienten bergchnen) _
Gegeben sind die komplexen Zahlen z = —1 — 2i, w = 3i, v = 4ie7’ und u = e~ 3'. Stellen Sie die
daraus gebildeten, folgenden Zahlen in kartesischer und polarer Form dar!

a) 1+7z, c)é ¢) z
w

b) T, d) 55—
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Aufgabenblatt 86 KomplZahlen /Funktionen

E KomplZahlen/Funktionen/Ag_KomplexeFunktionen_ReziprokeGeraden.tex

Aufgabe 86.406 (Reziproke Geraden)
Die Funktion g: C\ {0} — C mit w — g (w) := 1 bildet eine Gerade

Omp :={weC|Im(w)=m-Re(w)+b}

mit m € R und b € R\ {0} auf den folgenden Kreis ab:
9(Gma) = {5 € €\ {0} ‘ 12bs +m + i| = \/m}

Sei f: C\{2—i} = Cmit z— f(2) := —

z—241"

Skizzieren Sie das Bild f (Gs._5) mit Hilfe der folgenden Voriiberlegungen:

a) Bestimmen Sie eine Funktion h mit f = g o h, sprich f (z) = g(h(2)) fiir alle z € C\ {2 —i} !

b) Zeichnen Sie Gs._5 und h (Gz.—5) !
Finden Sie ein m € R und ein b € R\ {0} mit h(G3.—5) = Gpmyp !

c) Bestimmen Sie g (Gpy) fiir die in Aufgabenteil b)| bestimmten Werte von m und b !
d) Zeichnen Sie f(G3.—5) !
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Aufgabenblatt 87 KomplZahlen/GlgnAlg

m ‘ KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_Gleichungen_QuadratischReellundKomplex.tex

Aufgabe 87.407 (Quadratische Gleichungen mit komplexen Zahlen)
Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen. Geben Sie diese in
der Form a +i-b mit a € R und b € R an.

a) 22 +1=0 c) 22—z+2=0 e) 622+ 1=iz g) 1 — =2

5 B 9 N . 2 _ . 2—2-2 _
b) 22452 +6=0 d) 82 —12:+5=0  f) iz— 2" +2=1i h) === =1

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_KartWurzelziehenCosSinVonArctan.tex

Aufgabe 87.408 (Komplexe ,,Wurzeln* kartesisch ziehen)
Verwenden Sie das kartesische Verfahren zum Ziehen von komplexen ,, Quadratwurzeln®!

a) Bestimmen Sie {z € C | 2'=—F% +3-i} !

1

b) Betrachten Sie 2 + 6i, um sin (3 - arctan (3)) und cos (3 - arctan (3)) zu bestimmen!

NN

c) Bestimmen Sie sin (% -arctan (74)) und cos (% -arctan (%)) mit Aufgabenteil !

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_PolynomglgnOhneKomplWurzeln.tex

Aufgabe 87.409 (einfache Polynomgleichungen mit komplexen Losungen)
Geben Sie die kartesische Darstellung aller komplexen Zahlen an, die die folgenden Gleichungen 16sen:

a) 3 +7s2+195+13=0 b) 4w? 4 18w = 12w? + 20 c) 623 +62=2%42622+25

Tipp: Die Polynome p: C — C mit z — 62% + 6z und ¢: C — C mit z — 2* + 2622 4+ 25 haben
(mindestens) eine gemeinsame Nullstelle.

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_ PolynomglgnOhneKomplWurzelnMehr.tex

Aufgabe 87.410 (einfache Polynomgleichungen mit komplexen Losungen)
Geben Sie die kartesische Darstellung aller komplexen Zahlen an, die die folgenden Gleichungen 16sen:

a) s34+ 21s+82 =852 b) 9w? + 55w = 33w? + 111 c) 14234562 = 2*+5422+200

Tipp: Die Polynome p: C — C mit z — 1423 + 56z und ¢: C — C mit z — 2* 4+ 5422 + 200 haben
(mindestens) eine gemeinsame Nullstelle.

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_ QuadEineOhneUndEineMitLeitkoeff.tex

Aufgabe 87.411 (Komplexe quadratische Gleichungen)
Berechnen Sie alle komplexen Zahlen, welche die nachstehenden quadratischen Gleichungen l6sen!

a) 224+ (1—1)-2—(2+420)=0 b) (1 —1)-w?+ (=2 +6i)-w—15—5 =0

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_QuadOhneKomplWurzeln.tex

Aufgabe 87.412 (einfache quadratische Gleichungen mit reellen oder komplexen Losungen)
Losen Sie die folgenden Gleichungen allgemein! (12 = —1)
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a) 22 +34=10z c) 252 =5+36 e) 4w?+16i = 32iw +4w +79

b) 4w? +53 = 28w d) 922 +40 =122 f) is24+2s—5i = 6is—3s2+15

E KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_QuadWurzelnQuadBiquad.tex

Aufgabe 87.413 (komplexe quadratische Gleichungen)
Finden Sie alle komplexen Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen!

a) 22 =21 + 20i d) 22 +22—-8=(2z—4)-i g) P+z2=2z-1-3—-4
b) w? = —5— 12i e) w?+w+3+15i=0 h) w* + 25 = 6w?
c) s2=1+4+2.i f) s?—(1+i)-3s=2-3i i) s?+3s2 —32=12is 4 24i

Hinweis: Es gelten 272 = 729, 292 = 841, 322 = 1024, 45? = 2025 und 61% = 3721.

E KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_WurzelnDreiQuadrGlgnVierBiquadrGlgnZwei.tex

Aufgabe 87.414 (komplexe quadratische Gleichungen)
Finden Sie alle komplexen Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen! (13* =169, 17> = 289)

a) 22 =—16 + 30i d) 22 +12 =4z + 6i g) *+iz+3i4+1=0
b) w? = 15 — 8 ) w+2w+4i=18+4i-w  h) wh=4i-(w?+1)+2uw?+3
¢) sP=-241 £) s2+2i- (55— 6)=6s+16 i) & +25%+36i= 915>+ 77

m KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplGlgn_WurzelnHoehereUndPolynomglgn.tex

Aufgabe 87.415 (komplexe ,Wurzeln)
Berechnen Sie alle z € C mit

a) 22=—1 d) 2% =—-2+2i g) 22 =31 j) 2+ (1-2)-2=2i

b) 22=2+12-i e) 2=1-2i h) 22=-3+4i k) 27— (3+6i)- 2%+
(=8 +12i) - 2z +

c) 2'=-8-8-v3-i f) A =244Ti i) 23 4+22=2 10=0& 2z # 1+i

E KomplZahlen/GlgnAlg/Ag_KomplZahlen PolynomeFaktorisieren.tex

Aufgabe 87.416 (Zerlegung in Linearfaktoren)
Schreiben Sie die Polynome als Produkte von Linearfaktoren! Hierzu ist bis auf im letzten Aufgabenteil
jeweils eine Nullstelle angegeben.

a) f(z):=22342>+6x+3mit f(V3-1) =0 «¢) h(z):=2"—32>—4mit h(-2)=0

b) g(x) =323 +22% + 122+ 8 mit g(—2i) =0 d) p(z) =216
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Aufgabenblatt 88 KomplZahlen/GlgnTransz

E KomplZahlen/GlgnTransz/Ag_KomplTranszGlgn_ ErsteExpUndLogarithmusGlgn.tex

Aufgabe 88.417 (komplexer Logarithmus)

Sei Ln: C — C mit z — Ln (2) :=1In(|z|) +1- arg (z) der Hauptzweig des komlexen Logarithmus.
Losen Sie die folgenden Gleichungen in den komplexen Zahlen!

a) exp(z) =2—+12-i c) Ln(22+2—-+V3-i) =In(6) +i-%
b) exp(—i-2)=5+12-i d) exp(4z — 3 +i) = —e’ i

E KomplZahlen/GlgnTransz/Ag_KomplTranszGlgn_ ExpGlgnEinstieg.tex

Aufgabe 88.418 (Einfache Gleichungen mit der komplexen Exponentialfunktion)

a) Bestimmen Sie jeweils alle Losungen der angegebenen Gleichungen und skizzieren Sie diese in
der komplexen Ebene!

(i) e =1+i (iii) i+e* =3 (v) ol
(i) 20-e” = (1-1)° (iv) —e* =1 (vi) Re (¢**) =1Tm (e¥*) = -1

= —i

b) Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen!

(i) e = —1—i (i) e’ = -1 (i) ¢ =~ + 2 i

E KomplZahlen/GlgnTransz/Ag_KomplTranszGlgn_TrigHypGlgnFastOhneExpKorrekturfaktor.tex

Aufgabe 88.419 (komplexe Gleichungen l6sen)
Finden Sie alle komplexen Zahlen, die die folgenden Gleichungen erfiillen! Hinweis: (@ - %)2 =1-4
a) 17-sin(z) + 15i-cos(z) =4 c) (1—2i)-cos(s)—(2—1i)-sin(s)+2-v/3-e7's

b) 5 cosh (w) — (7 + 4i) - sinh (w) = 5 — 5i =1+V3+(1-v3)-i

m KomplZahlen/GlgnTransz/Ag_KomplTranszGlgn_TrigHypGlgnMitExpKorrekturfaktor.tex

Aufgabe 88.420 (komplexe Gleichungen l6sen)
Finden Sie alle komplexen Zahlen, die die folgenden Gleichungen erfiillen!

a) 2-cos(z) +3e* =212 c) sinh(s)+ 2 e —1=v3+i

b) sin (w) + L -e® =1 Tipp: (5-v3+4-1)° =59+40- /3 -i
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Aufgabenblatt 89 KomplZahlen /Kartesisch

E KomplZahlen/Kartesisch/Ag_KomplZahlen_RechnenInKartDarst.tex

Aufgabe 89.421 (Rechnen mit komplexen Zahlen in kartesischer Darstellung)
Berechnen Sie Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen!

a) (—4+1i) — (7 - 3i) d) (~3+9%)-@-27" 8) o
b) (5i—2)- (4 —2i) €) T h) %
0) 42 £) (34 20)% - (6 — 4i)° i) S

E KomplZahlen/Kartesisch/Ag_KomplZahlen_RechnenInKartDarstMehr.tex

Aufgabe 89.422 (Rechnen mit komplexen Zahlen in kartesischer Darstellung)
Berechnen Sie Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen!

a) (344i)+ (7i—4) d) 4-2 g) (—3+4i)- (6 — 8i)
31
b) 14-3i 17-8i 125 (145" h) <(3—7i)-—5+i>
4 5 ) —— (% 3.5
21-3i 2—4i 5+2i-(2-1) o DA 16 — 11i
©) : f) ———— ) = -
9 8 -1 7+3i 29

E KomplZahlen/Kartesisch/Ag_KomplZahlen_ RechnenInKartDarstTermeAusDreiZahlen.tex

Aufgabe 89.423 (Terme berechnen)
Berechnen Sie fiir die komplexen Zahlen z := —4i, w := 3—2i und s := —141i kartesische Darstellungen
der folgenden Zahlen!

w|
g

a) z—2w+3s c e) &Y

o |3

R

b) 2z -w d) z-2w—2)+53 f) k=
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Aufgabenblatt 90 KomplZahlen /Polar

E KomplZahlen/Polar/Ag_KomplZahlen_ Dreifachwinkelformeln.tex

Aufgabe 90.424 (Dreifachwinkel)
Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von de Moivre, dass fiir alle o € R gilt:

a) cos(3a) = (cos(a))3 — 3cos(a) - (sin(a))Q, b) sin(3a) = 3((:os(04))2 -sin(a) — (sin(a))3.

E KomplZahlen/Polar/Ag_KomplZahlen_PolarRechenregeln.tex

Aufgabe 90.425 (Kartesische Darstellung und Polardarstellung komplexer Zahlen)
Seien z € C, s € C und w € C mit Hinweis: & =

w|y
NE)

s 21

2| =8, arg(z)=7%, [s|=2 arg(s)=7%5, |w[=32 und arg(w)= 3.

Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen in Polardarstellung an und berechnen Sie jeweils Real- und
Imaginarteil!

a) 1+i d) (1+2i)-(3—1) 2) 142 i) (—2+3i)-3s
(—2—1) - (3 + 4i) i

b) =z e) i-3—4i i) (V3+1i)" +4z
(3+2i)% (=1+1)

c) —v3+3i f) (1+1)% h) — 5 K) w-s
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E KomplZahlen/Wurzeln/Ag_KomplZahlen_WurzelnDirekt.tex
Aufgabe 91.426 (komplexe ,Wurzeln*)
Berechnen Sie alle z € C mit

a) 22= -1 c) 2=-8-8V3i e) P=5-12 g) 2° = V3-i

b) 22 =2+V12-i d) z3=-2+2i f) 24 =3+i h) 22 =-3+4i
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Aufgabenblatt 92 KomplZahlen /Zahlenebene

m KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen AllesZusammen.tex

Aufgabe 92.427 (Komplexe Zahlen und Mengen Skizzieren in WiWi Alt-Klausuren)
a) Skizzieren Sie die Menge aller z € C mit (z — (1+1i))? € R.

b) Skizzieren Sie die Menge aller z € C auf der die (komplexe) Potenzreihe

oo
Z elﬂ'k (Z -1 ) k
k=0
absolut konvergiert.

c) Skizzieren Sie die komplexwertige Folge (ay,) definiert durch

neN»

Qpn: = exp (T), n €N,

in einem geeigneten Koordinatensystem.

m KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen_Geom2Kreise2Ebenen.tex

Aufgabe 92.428 (Teilmengen der Gaufsschen Zahlenebene)
Beschreiben Sie die Teilmengen geometrisch:

a) T ={ze€C|2<|z] <4} c) T5:={2zc€C|Re(i-z) <2}

b) T, :={2cC|2€Cund 0 <|z| <4} d) Ty :={22€C|z€Cund Re(z) <0}

m KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen Geom2Punkte2Geraden3KreiselEllipse.tex

Aufgabe 92.429 (Teilmengen komplexer Zahlen geometrisch beschreiben)
Beschreiben Sie die Teilmengen Ty, := {z € C | Es gilt Ay (2)} fiir alle £ € N mit & < 8 geometrisch:

a) A1 (2):z2=3 d) Ay(z):iz—iz =38 g) A7 (2): |2iz+6+2i| =3
b) As(z): 3z + 12i = e) As(z): i—5+2|=3 h) As (2)
c) A3(2):2=6-2 f) Ag(2): |z —3—1] <2 |z 4+1i|=7— 1|41 — 2|

m KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen Geom3KreiselHalbebene.tex

Aufgabe 92.430 (komplexe Teilmengen)
Beschreiben Sie die Teilmengen aller z € C, die jeweils die folgende Bedingung erfiillen, geometrisch:

6+ 2i 5z — 81 1
> 1 I < —
>3 c)Re( . )> d) m<31—2>_13

m KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen_GeomEinfuehrungiKreis.tex

224+5—1i
z+2i

< = b)

Aufgabe 92.431 (Teilmengen der Gaufs’schen Zahlenebene)
In dieser Aufgabe soll die Ungleichung aus der Mengendefinition von M geeignet umformt werden,
damit M in die Gaufs’sche Zahlenebene gezeichnet werden kann:

Mz{zec\|8_z|>m}.
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a) Quadrieren Sie die Ungleichung aus der Mengendefinition! (Uberlegen Sie sich, ob es sich beim
Quadrieren um eine Aquivalenzrelation handelt!)

b) Driicken Sie z € C mit Hilfe ihres Real- und Imaginérteils aus und schreiben Sie die Differenz im
Betrag auf der linken Seite der Ungleichung als eine komplexe Zahl in kartesischer Darstellung!

c) Auf der linken Seite steht nun der Betrag einer komplexen Zahl. Dieser kann mit Hilfe der
Definition des Betrages aufgelost werden. Auf der rechten Seite steht der Betrag einer reellen
Zahl. Dieser kann mit Hilfe einer Fallunterscheidung aufgelést werden.

Verwenden Sie jeweils eine quadratische Ergénzung, um zu zeigen,
(i) dass alle z € C mit Im (z) > 4 Elemente von M sind!
(ii) dass die Ungleichung aus der Definition von M fiir alle z € C mit Im (z) < 4 einer Kreisun-
gleichung entspricht!
d) Uberlegen Sie sich vor dem Zeichnen
(i) wohin der Kreis vom Ursprung aus verschoben wird,
(ii) welchen Radius der Kreis hat,
(iii) ob der Rand des Kreises in der Menge enthalten ist und
)

(iv) ob der Bereich innerhalb oder auferhalb des Kreises in der Menge enthalten ist!

§ || KomplZahlen/Zahlenebene/Ag_KomplMengen_GgfVereinfachenUndZeichnen.tex

Aufgabe 92.432 (Teilmengen der Gaufs’schen Zahlenebene)
Vereinfachen Sie falls notig die folgenden Mengen und zeichnen Sie sie in die Gauft’sche Zahlenebene!

a) {zeC|1< 2] <3} f) {weC|Im(w?) >Im(w)}
b) {weC | <arg(w) <7} g) {z€C||z—i <|z—i+1]}
¢) {zeC||z—1/>1und | —2| <2} h) {seC||s—2| <|s|}

d) {zeC|Re(z)=2-Tm(z) +1} i) {z€C |z -2+32+32=0}
e) {s€C|Re(s?) <0} i) {zeC||z+i|+|z—i <2}
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Aufgabenblatt 93 KurvenOberfl /IntSaetze

E KurvenOberfl/IntSaetze/Ag_Divergenzsatz.tex

Aufgabe 93.433 (Integralsatz von Gaufs(Divergenzsatz))
Berechnen Sie jeweils den Fluss des gegebenen Feldes durch die angegebene geschlossene Oberfache A
mit Hilfe des Satzes von Gaufs.

a) flz,y,2) = (x2 yx yz)T, A: Oberfliche des Wiirfels [0,1] x [0,1] x [0, 1]
b) f(:v,y, 2) = (vy? ya? %23)T, A : Kugeloberfliche 22 + 92 4+ 22 = R2, R> 0

c) Berechnen Sie die Flussintegrale aus a) und b) noch einmal direkt, ohne den Satz von Gauf.

E KurvenOberfl/IntSaetze/Ag_GaussGreen.tex

Aufgabe 93.434 (Satz von Gauf-Green)
Verwenden Sie jeweils den Satz von Gaul-Green, um die Kurvenintegrale zu berechnen.

a) faE <;y> - d§, wobei OF der im mathematisch positiven Umlaufsinn durchlaufene Rand der

Fliche E = {(z,y)T e R?:0< 2 <1,0< y < a2?} ist.

b) [ip <y _jlil(x)> -ds, wobei 0D der im mathematisch positiven Umlaufsinn durchlaufene Rand

des Dreiecks D mit den Eckpunkten (0,0), (5,0) und (F,1) ist.

c) [oc (iﬁ i §g> -ds, wobei OC' der im mathematisch positiven Umlaufsinn durchlaufene Rand der
Fliche C = {(z,y)T e R?: 0< 2 <1, -z <y < /z} ist.
2
d) /. DK (33;:3/) - d§, wobei 0K der im mathematisch positiven Umlaufsinn durchlaufene Rand der
Fliche K = {(z,y)T € R? :2? +y* <1, y > 0, } ist.

e) Berechnen Sie die Kurvenintegrale aus b) und d) noch einmal direkt, ohne den Satz von Gauf-
Green.

E KurvenOberfl/IntSaetze/Ag_Integralsaetze_GaussDivergenzsatz2D.tex

Aufgabe 93.435 (Gaufscher Divergenzsatz in R?)
Berechnen Sie fiir die angegebenen zweidimensionalen Vektorfelder F' und Gebiete G C R? mit dem
Gauftschen Divergenzsatz das Integral
§ (FN)as
oG

wobei N das dukere Einheitsnormalenvektorfeld des Randes von G ist.

a) Fla,y) = <"’““i{2) und G := { <”yc> € R

b) F (z,y) = <S12nx(;)> und G C R? ist das offene Dreieck mit den Eckpunkten <8> , <7(;>’ <71T>

y>0,x2+y2<1}.

c) Berechnen sie die Integrale aus a) und b) noch einmal direkt, ohne den Divergenzsatz.
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m KurvenOberfl/IntSaetze/Ag_StokesAnwendung.tex

Aufgabe 93.436 (Anwendung des Satzes von Stokes)
0

Eine elektrische Stromdichte sei durch j({l,‘, Y, z) = jo-e_a(x2+y2) 0 | mit Konstanten a und jg gegeben.
1

a) Berechnen Sie den Stromfluss I durch eine Kreisfliche um die z-Achse mit Radius R > 0 (Nor-
malenvektor in positive z-Richtung).

b) In der Magnetostatlk gilt zw1schen der Stromdichte und der Magnetlschen Flussdichte B der
Zusammenhang VxB = 140 j mit der Naturkonstante pg. Machen Sie fiir B den aus der Symmetrie

-y

des Problems folgenden Ansatz B(z,y,z) = f(r)2 [ 2 | mit r = \/22 + 32 und berechnen Sie
0

f(R) und ||B|| fiir konstantes R > 0. Verwenden Sie dazu den Satz von Stokes und das Ergebnis

aus a).
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Aufgabenblatt 94 Mengen /Grundbegriffe

m Mengen/Grundbegriffe/Ag_Mengen_ElementBzwTeilmengeJaOderNein.tex

Aufgabe 94.437 (Elemente und Teilmengen von Mengen)
Welche der Zeichen €, ¢, C bzw. Z anstelle von ¢ fithren auf eine wahre Aussage?

a) 10{1;2;3} £) {12} o {0:{1}: {2} {251} }
b) 110 {1;1;2;3} g) {1}¢{0;1;2}

c) —30N h) {0} o N

d) 20{zeN|az?-4=0} i) 0o {B | B C {Auto; Fahrrad} }
e) 0ol j) 1690 {n* e N|neN}

m Mengen/Grundbegriffe/Ag_Mengen_Gleichheit_ZweiQPlusFuenf.tex

Aufgabe 94.438 (Mengengleichheiten zeigen)
Zeigen Sie, dass die Mengen Q = {% ‘ acZ,be N} und Q' =2Q+5={2¢+5 | ¢ € Q} gleich sind.

m Mengen/Grundbegriffe/Ag_Mengen_Potenzmengen.tex

Aufgabe 94.439 (Potenzmengen)
a) Seien A :={1,2} und B := {2,3}. Bestimmen Sie
(i) Pot(A) (iii) Pot(AN B) (v) Pot(A) N Pot(B) (vii) Pot(Pot(A N B))
(ii) Pot(B) (iv) Pot(AU B) (vi) Pot(A) U Pot(B)

b) Seien C und D beliebige Mengen. Ersetzen Sie durch ein passendes Symbol aus der Menge
{=, #}. Begriinden Sie Ihre Antwort!

(i) Pot(C U D) Pot(C) U Pot(D) (ii) Pot(C N D) Pot(C) N Pot(D)

m Mengen/Grundbegriffe/Ag_Mengen_ Produktmenge.tex

Aufgabe 94.440 (Produktmenge)
Sei A = {2,4,6} und B := {4,8}.

a) Berechnen Sie die Méchtigkeit von A x B.
b) Geben Sie alle Teilmengen 7' C A x B an, die zwei Elemente haben.

c) Wie viele Teilmengen 7' C A X B gibt es, die vier oder mehr Elemente haben?

m Mengen/Grundbegriffe/Ag_Mengen_TeilmengenDisjunktMitPrimzahlen.tex

Aufgabe 94.441 (Teilmengen und Disjunktheit)
Vergleichen Sie die folgenden Mengen! Fiir welche gilt die Teilmengeneigenschaft, welche sind disjunkt?

A:={peN|p>5”und pist eine Primzahl} E :={5,3,23,2,17,11}

B:={2(+2eN|leN} F :={n € N | n hat genau 2 natiirliche Teiler}
C:={z€Z]| z ist eine gerade Zahl} G:=1{2,3,5,11,17,23}
D :={7,13,19}
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Aufgabenblatt 95 Mengen /Maechtigkeit

E Mengen/Maechtigkeit/Ag_Abzaehlbar_UeberabzaehlbarkeitVonPotIN.tex

Aufgabe 95.442 (Wie viele Teilmengen hat N7)
Zeigen Sie, dass es iiberabzihlbar viele Teilmengen von N gibt!
Tipp: Gibt es eine surjektive Abbildung von N in die Potenzmenge Pot (N) von N7
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Aufgabenblatt 96 Mengen /Schreibweisen

m Mengen/Schreibweisen/Ag_Mengen_BeschreibendeFormZuZahlenmengenAngeben. tex

Aufgabe 96.443 (Mengen beschreiben)
Geben Sie folgende Mengen jeweils in beschreibender Form an!

Hinweis: Geben Sie die Mengen jeweils durch eine Eigenschaft X in der Form {z € 77 | = hat die Eigenschaft X} an.
X kann dabei verbal oder mittels eines Terms formuliert werden. 77 steht fiir eine zu wiahlende Zahlenmenge.

a) A:={-1;0;1;2;3;4} e) E:={1;4;9;16;25;36;49;64;81;...}

b) B:={-3;-2;-1;1;2;3} f) F:={119;17;51;136;85;102;34;68;...}
c) C:={-2-1,0;1;3:4;5;6) g) G:=Z\N

d) D := {64;4;8;1;32;128;2; 16} h) H:=Q\Z

m Mengen/Schreibweisen/Ag_Mengen_IntervalleAlsIntervalleSchreiben.tex

Aufgabe 96.444 (Intervallschreibweise von Teilmengen der reellen Zahlen)
Skizzieren Sie die folgenden Mengen auf einem Zahlenstrahl und schreiben Sie sie als Intervalle!

a) Ai={zeR|3<z<6} c) C:=ANB

b) B:={zrecR|4<z<9} d) D:=R\{zeR|-33<x}

m Mengen/Schreibweisen/Ag_Mengen_SchreibweisenGemischt.tex

Aufgabe 96.445 (Mengenschreibweisen)
Im Folgenden sind einige Mengen in aufzéhlender Schreibweise angegeben und andere in beschreibender
Schreibweise mit einer Bedingung. Geben Sie die Mengen in der jeweils anderen Schreibweise an:

a) A:={4,5,6,7,8} c) C:={zeR|az?—z=1} e) E:={1,59,13,...}
b) B:={neN|2<n?<10} d) D:={n’+1|ne{1,2,3}} ) F:={0,3,32,13,...}

m Mengen/Schreibweisen/Ag_Mengen_verschiedeneBeschreibungen.tex

Aufgabe 96.446 (Verschiedene Mengenbeschreibungen)
Geben Sie die Mengen A, B, C und D an:

a) Sei R ={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b)}: eine Relation auf der Menge M = {a, b, c}.
(i) A={x e M | xRb} (i) C ={x € M | bRz A cRx}
(i) B={xz € M | bRz} (iv) D={xz € M | bRx V cRx}

b) Sei f: R — R mit f(z) = 2% — 22, x € R.

(i) A={teR| f(t) =8} (ili) C ={teR| f(t) <8}
(i) B={f(t)[t=8} (iv) D= {f(t)[t<8}

. 2 3
c) Sei M = <1 2).
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(iff) € = {M:E]:?;: <D}

{
(ii)Bz{feR”Mf:(D} (iv) D= {Mz|#eR?}

(i)A:{:E'eR2|Mf:6} (iii)Cz{f€R2\Mf=G>}
(n)B:{feR?\Mf=<Z>} (iv) D={MZ|ZeR?}

m Mengen/Schreibweisen/Ag_Zahlbereiche_IntervalleSupInf.tex

Aufgabe 96.447 (Intervalle)
Beschreiben Sie die nachstehenden Mengen mit Hilfe von Intervallen (ohne Mengenverkniipfungen):

a) {reR:x>-3und z <17} c) {zeR:z>222} U{zr e R:z <0.25}
b) {reR:z<6}\(R\{zeR:z>-4}) d) {zeR:2*>2}n(R\{z eR:2>1})

Besitzen die Mengen ein Supremum, Infimum, Maximum, Minimum?
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Aufgabenblatt 97 Mengen /Skizzieren

m Mengen/Skizzieren/Ag_Mengen_GeometrischBeschreiben.tex

Aufgabe 97.448 (Teilmengen in der Ebene)

Beschreiben Sie die folgenden Teilmengen A C R?, B C R?, C' C R? und D C R? der Ebene geometrisch
und skizzieren Sie sie. Hierbei sei M := R? \ M das Komplement einer Menge M C R? in R? und es
gelten die folgenden Mengengleichheiten:

a) A:{(asjy)TERQ ‘ 8x—4y§—4}
b) B:{(:L‘,y)TeR2 ’ —7y—21>0}
¢) C=BU{(z.y)" e R ‘ 5 +20] +2y > 4}

d) D:{(x,y)TG]R2‘x2+6x—6:17—y2+4y}

(67

Hinwezrs: {(w, y)T € R?

2
(m—x0)2 + (y_ﬁyo) =1 } beschreibt den Rand einer Ellipse mit Mittelpunkt

(2o, yO)T und Halbachsenlédngen von |« in horizontaler und |g| in vertikaler Richtung.

E Mengen/Skizzieren/Ag_Mengen_ReelleTeilmengenUndVerknuepfungenSkizzieren.tex

Aufgabe 97.449 (Teilmengen der reellen Zahlen)

Skizzieren Sie die nachfolgenden Teilmengen von R auf einem Zahlenstrahl (sofern dies méglich ist),
und finden Sie fiir die verbal beschriebenen Mengen M7, Mg und My eine formale Beschreibung mittels
der Teilmengen Z und Q von R !

a) My = {z€R|z>5} £) Mg := (—4;6) k) M := M, U Mg
b) My :={zxeR |z <2} g) M7 : alle geraden Zahlen 1) Mg := (Man M) U Mg
c) Ms := (0;10] h) Mg : alle Briiche m) Mz = (MsU Ms) N My
d) My :=[0;10) i) My : alle ungeraden Zahlen — n) My := Ms U (M7 N M)
e) Ms:=[-5;5] j) My := M; N M 0) Mys = Mg N M,

p) Mg := (M5 N M(;) U (M4 N Mg) U (Mlo N Mz) U (Mlg N M14)
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Aufgabenblatt 98 Mengen /Topologie

E Mengen/Topologie/Ag_AbstrakteSpiegelung.tex

Aufgabe 98.450 (Abstandsgleichungen)

Es sei V ein euklidischer Vektorraum und U # {0} ein Untervektorraum. Zeigen Sie: Erfiillen Punkte
x # y aus V die Abstandsgleichung Vp € U : d(x,p) = d(y,p), so ist die Verbindungsstrecke y — x
orthogonal zu U und beide Punkte liegen auf dem gleichen Kreis um den Nullpunkt.

m Mengen/Topologie/Ag_AequivalenteNormen.tex

Aufgabe 98.451 (Aquivalente Normen in R?)
Zeigen Sie, dass die folgenden Normen in R? dquivalent sind:

a) [|.[[1 und [.lo mit |7 := |21 + 22| + |21 — 22
b) |||l und ||.||lp mit |Z]y == |z1 — 2za| + |21 + 29
c) |[.[x und ||.[le mit ||Z]|c := max{|z1], 1 + 22|}

Dabei ist ||Z]|1 := |z1]| + |z2| die standard ||.||;-Norm.
Hinweis: es kann hilfreich sein, x; als x; = %a:z + %xz zu schreiben.

E Mengen/Topologie/Ag_Normen_OhneSP.tex

Aufgabe 98.452 (Normen)

a) Zeigen Sie durch Nachrechnen der geforderten Eigenschaften, dass ||F||a = |z1]|+/27 — 22129 + 23
eine Norm auf R? ist.

b) Zeigen Sie, dass die Norm ||z||4 von keinem Skalarprodukt erzeugt wird, d.h., es gibt kein Ska-
larprodukt (-, ) so dass ||z]|4 = (z,z).

Hinweis: Versuchen Sie die Fundamentalmatrix des Skalarproduktes aufzustellen, indem Sie
1 1 0 0 1 0 1 0
|

c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass ||Z]|p = /27 — 22172 + 23 keine Norm auf R? ist.

m Mengen/Topologie/Ag_Normen_OhneSP_dahmen.tex

Aufgabe 98.453 (Normen)

a) Zeigen Sie durch Nachrechnen der geforderten Eigenschaften, dass ||F||a = |z1]|+/27 — 2z129 + 23
eine Norm auf R? ist.

b) Zeigen Sie, dass die Norm ||z||4 von keinem Skalarprodukt erzeugt wird, d.h., es gibt kein Ska-
larprodukt (-,-) so dass ||z]|3 = (z,z) 4.

Hinweis: Bestimmen Sie mit Hilfe der Polarisationsformel die Werte

()6, (60, - {6)-G)),

und finden Sie einen Widerspruch, indem Sie [le; + 2e2||% iiber deren Linearkombinationen be-
rechnen.

c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass ||Z||p = /27 — 22129 + 73 keine Norm auf R? ist.
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§ | | Mengen/Topologie/Ag_Normen_WiWiKlausuraufgaben.tex

Aufgabe 98.454 (Normen in WiWi Alt-Klausuren )

a) Bei welchen der folgenden Skizzen handelt es sich um Einheitskreise einer Norm in R?, das heifit,
fiir welche der folgenden Mengen existiert eine Norm ||-|| in R?, sodass die Abbildung die Menge
{# e R?%: ||Z|| = 1} zeigt?
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(ii) =3t (iv) =3t

b) Es sei n € N. Auf dem R-Vektorraum R™ bezeichne ||-||; die 1-Norm, ||-||, die Euklidische Norm
und |||, die Maximumsnorm. Zeigen Sie, dass & = 1 und 8 = /n die jeweils kleinsten reellen
Zahlen sind, fiir welche die Ungleichungen

[Z]ly < - |2}, und |7y < 8- [|7]

fiir alle © € R™ gelten.
Hinweis: Fir k € N und yq,...,y; > 0 gilt

VI T < VIV

Diese Ungleichung kann ohne Beweis verwendet werden.

§ | | Mengen/Topologie/Ag_Normen_mitMatrizen.tex

Aufgabe 98.455 (Normen und definite Matrizen)
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Gegebein seien die folgenden Matrizen:

4 10 2 -4 0
A=11 2 0 und B=|—-4 8 0
0 0 2 0 0 2

Zeigen Sie, dass

a) f:R3 =R, T+ f(£) = VZTAZ eine Norm auf R3 definiert.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass (Z, Ay) < f(Z) - f(¥) fiir alle 7,4 € R? gilt,
wobei (-,-) das Standardskalarprodukt in R? bezeichnet.

b) g:R?® = R, ¥ g(¥) = VZT BT keine Norm auf R? definiert.

§ | | Mengen/Topologie/Ag_Normen_mitSkizzen.tex

Aufgabe 98.456 (Normen)

a) Zeigen Sie durch Nachrechnen der geforderten Eigenschaften, dass die nachfolgenden Abbildungen
|Z]|, und ||Z]|, Normen sind:

(1) |2, == max{|z1 + w2, |21 — 2]}

(i) |2, == |21 — 22| + 621 + 2]

b) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass |||, := |21|* + |z2f®> und ||Z]|,; := /27 + 23122 + 23
keine Normen auf R? definieren.

c) Zeichnen Sie fiir die Normen aus fa)| die sog. Einheitssphiren S} := {z € R? ’ 2] =1}.

Hinweis: eine geschickte lineare Substitution kann die Rechenarbeit erheblich vereinfachen!
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Aufgabenblatt 99 Mengen /Verknuepfen

Mengen/Verknuepfen/Ag_MengenlLogik_Zusammenhaenge.tex

(3]

Aufgabe 99.457 (Mengen und Aussagen)
Gegeben seien vier Mengen:

A={zeR |2z —2=1zx}, B={zeR| (2z-2)*=2%},
C={zeR||2z—2/ =z} und D:{x€R|\/(2x72)2:\/x72}.

a) Zeigen Sie, dass AC B, BZ Aund B=C.
b) Zu welche(r/n) der anderen Mengen ist die Menge D gleich?

c) Setzen Sie an der Stelle zwischen den Aussagen den mathematisch am besten passenden
Symbol aus der Menge { =, <=, <=} ein.

Fiir alle € R gilt:

(i) (2z —2=12) ((2z —2)* = 2?) (i) ((2z —2)* = 2?) (|22 — 2| = |z|)
(i) (22 —2=2a) [7] (|22 — 2| = |z]) (v) 2o —2=2) [7] (V=27 = Va?)

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen EineAdjunktiveNformUeberVerknTab.tex

Aufgabe 99.458 (Verkniipfungstabellen zur Vereinfachung von Termen nutzen)
Seien G eine beliebige Menge, AC G, BC G, C C G, 0A: =G\ A, CB:=G\B,(0C:=G)\C und

D:={ 0; A B; C; CA4; CB; CC; G }.
Zeigen Sie mit Hilfe einer Verkniipfungstabelle, dass es ein n € N und fiir alle ¥ € N mit £ < n drei
Mengen X € D, Y;, € D und Z; € D gibt mit
L:=((AUB)\C)U (A\(BNC)) = | J (XxnYin Zy).
k=1

Geben Sie dann auf moglichst einfache Art an, wie L aus A, B und C entsteht!

E Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_EinfacheVerknuepfungen.tex

Aufgabe 99.459 (Mengen verkniipfen)
In den letzten Aufgabenteilen seien A und B beliebige Mengen.

a) Vergleichen Sie die beiden Mengen
C:=1{1;2;3;4;5;6;7} und D:={z]|0<x<7und z ist eine natiirliche Zahl}
und schreiben sie D als Schnitt eines Intervalls mit einer mathematischen Grundmenge auf!
b) Bilden Sie die Vereinigung und den Durchschnitt der beiden Mengen

C =1{1;2;3;4;5;6;7} und E :={-1;2;3;4} !

c) Bilden Sie die Differenzmenge I \ J und den Durchschnitt der beiden Mengen

I'={zeR|z>3} und J={zeR|z<5} !
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d) Welche der Aussagen A C (AU B) bzw. A C (AN B) ist richtig? Begriinden Sie Ihre Antwort!
e) Geben Sie alle Teilmengen der Menge M := {1;2;3;4} an!

f) Welche der Aussagen (AN B) C (A\ (A\ B)) bzw. (ANB) 2 (A\ (A\ B)) ist richtig?
Begriinden Sie Thre Antwort!

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen Hockeyspielerinnen.tex

Aufgabe 99.460 (Hockeyspielerinnen gruppieren)

In einer Hockeymannschaft wurden die Spielerinnen befragt, was fiir Hobbys sie aufser dem Hockeysport
sonst noch verfolgen. Es wurde gefragt, ob sie eine weitere Sportart ausiiben, ob sie sich musikalisch be-
tétigen und ob sie einem anderen Zeitvertreib (wie Malen, Stricken, Computer spielen, etwas Sammeln,

Holzbearbeitung, ...) nachgehen. Die Spielerinnen gaben folgende Antworten:
‘ Beate Nele Raphaela Katrin Theresa Paula Christine Felicitas Verena Doris Lisa
Sport v X X v X v v X X X X
Musik X v X v v X X v X v X
Anderes v v v v X X v X v v X

a) Geben Sie drei Mengen S, M und A an, die zeigen, welche Spielerinnen neben dem Hockey einen
weiteren Sport machen, welche musizieren und welche einem anderen Hobby nachgehen!

b) Welche Menge zeigt Thnen, welche Spielerinnen Musik machen und einem anderen (nicht-sport-
lichen) Hobby nachgehen? Welche Elemente hat diese Menge?

c) Welche Menge miissen Sie bilden, um die Spielerinnen zu sammeln, die mindestens zwei Sport-
arten betreiben oder Musik machen? Geben Sie die Menge an!

d) Wer macht Musik, aber aufer dem Hockey keinen anderen Sport?
e) Gibt es Spielerinnen, die nur Sport oder Musik in ihrer Freizeit machen?

f) Bilden Sie SU(MNA)und (SUM)N A ! Sind die beiden Mengen identisch?

E Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_MengenAbbildungen_vkmwmitki.tex

Aufgabe 99.461 (Mengen und Abbildungen)
Es seien A ={1,2,3} und B = {1,2}:

a) Listen Sie sdmtliche Elemente von P(A x B) auf, die genau zwei Elemente enthalten.

b) Geben Sie sdmtliche injektiven Abbildungen von A nach B sowie von B nach A an.

Warum sollten Sie nicht die Formeln fiir Kombinationen/Permutationen benutzen?

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen MengenOperationen_leicht.tex

Aufgabe 99.462 (Mengen beschreiben und verkniipfen)
Als Grundmenge sei G := {n € N | 0 < n < 10} gegeben; weiter gegeben seien die Mengen

A:={1,4,5},B:={1,2,3,5,7,8,9,10} und C := AN B.

a) Geben Sie die Mengen AUB, C, A\ B, B\ A, C =0C =G\C, A\Bund BNAUA in
aufzéhlender Weise an.
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b) Geben Sie alle Teilmengen von C' an.
c) Geben Sie die Potenzmenge von C' an.

d) Notieren Sie alle Teilmengen der Potenzmenge von C' (das heifst, die Elemente der Potenzmenge
der Potenzmenge).

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen MengenOperationen_vkmwmitki.tex

Aufgabe 99.463 (Mengenoperationen)
Es seien A, B und C beliebige Mengen (auch leere Menge ist moglich). Zeigen Sie, dass man fiir das
kartesische Produkt ausmultiplizieren darf, also die Gleichheit

(ANB)xC = (AxC)n(BxC(O).

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_Mengengleichheit_mittel.tex

Aufgabe 99.464 (Mengengleichheit)
Welche der im Folgenden genannten Mengengleichheiten gelten fiir alle Mengen A, B und C7 Begriinden
Sie Thre Aussage mit den Rechenregeln fiir logische Verkniipfungen, wenn die Gleichheit gilt, oder geben
Sie anderenfalls ein Gegenbeispiel an:

a) (A\B)\C=(A\C)\B, b) (A\B)\C=4\(B\C), c) A\(A\B)=A4nB.

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_SehrEinfacheVerknuepfungen.tex

Aufgabe 99.465 (Mengenoperationen)
Seien G :={n € N | n <10} die Grundmenge und A :={1,2,3,4}, B:={neG|2<n<T}.

Geben Sie die folgenden Mengen an:

a) AUB b) ANDB c) A\ B d) B\ A e) CA f) CA\CB

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_einfacheVerknuepfungen_beweise.tex

Aufgabe 99.466 (Kleine Beweise)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen fiir Mengen A und B wahr oder falsch sind, und geben Sie
gef. einen kleinen Beweis oder ein Gegenbeispiel:

a) (ANB)xC=(AxC)N(BxCO). d) Pot(AU B) = Pot(A) U Pot(B).
b) (A\B)\C = A\ (B\O), e) Pot(A x B) = Pot(A) x Pot(B).
£ Jla) = 4

c) A\ (A\B)=ANB. e

m Mengen/Verknuepfen/Ag_Mengen_einfacheVerknuepfungen_mehrBeweise.tex

Aufgabe 99.467 (Kleine Beweise)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind, und geben Sie ggf. einen kleinen
Beweis oder ein Gegenbeispiel:
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a) D xA=10 f) (A\B)\C=A4\(B\C),
b) P(f) =0

¢) C\(ANB)=(C\A)N(C\B)

d) (C\A)x (C\B)=(CxC)\ (Ax B)
e) (ANB)xC=(AxC)N(BxC(C). i) Pot(A x B) = Pot(A) x Pot(B).

g) A\(A\B)=ANB.

h) Pot(AU B) = Pot(A) UPot(B).
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Aufgabenblatt 100 Numerik /Gleichungen

E Numerik/Gleichungen/Ag_NewtonVerfahren_ 1.tex

Aufgabe 100.468 (Newton-Verfahren)
Berechnen Sie die ersten drei Schritte des Newton-Verfahrens (d.h., z1, xo und x3) fiir die Losung der
nichtlinearen Gleichung 2z = — cosx. Als Anfangswert nehmen Sie 2o = 7.

E Numerik/Gleichungen/Ag_Numerik_NewtonVerfahren.tex

Aufgabe 100.469 (Newton-Verfahren)
Berechnen Sie die ersten drei Schritte des Newton-Verfahrens (d.h., z1, zo und z3) fiir die Losung der
nichtlinearen Gleichung

23 —22 —x—-1=0.

Als Anfangswert nehmen Sie xg = 0.
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Aufgabenblatt 101 Reihen / Bekannt

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_ExpReiheErkennenMitIndexTransf.tex

Aufgabe 101.470 (Taylorreihe)

x Lk
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte mit Hilfe der Taylorreihe e* = Z % fiir alle x € R.
k=0
0 4k [ee} (—Q)k o) 4k 0 (_2)k+1
= b = d A
a)kzzok! ); k! C)kzzo(k:—l—l)! );(k—n!

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_Partialsummen_Konvergenz_kurz.tex

Aufgabe 101.471 (Endliche Summen auswerten)

a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion die Gleichheit

n
Y et
k:lk'(k+1) n+1
fiir alle n € N. Rechnen Sie zuerst die ersten Gleichheiten fiir n = 1,2, 3 per Hand nach.

b) Folgern Sie, dass die Reihe
E 1
P k-(k+1)

konvergiert und berechnen Sie den Reihenwert.

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_ReihenwertPartialsummen.tex

Aufgabe 101.472 (Grenzwerte)
Untersuchen Sie, ob folgende Reihen konvergieren und berechnen Sie gegebenenfalls den Reihenwert.

Stellen Sie hierfiir die Partialsummenfolge (sn)ycy auf und bilden Sie den Grenzwert A}im SN-
—00

<2 <. 8 . 3+ 5k >, 3k _ ok
e b - d
a)l;k2+k );ka c) 6F )];) Ak

Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_Teleskopreihen.tex

3]

Aufgabe 101.473 (Teleskopreihen)
Zeigen Sie, dass die nachfolgenden Reihen Teleskopreihen sind, welche konvergieren, und bestimmen
Sie ihren Grenzwert:

b

b) i 1 Tipp: Suchen Sie ¢ € R und b € R mit
= (2= 1)- 2k +1) e = oo+

- 4
2 )

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_Teleskopreihen_leichtl.tex

Aufgabe 101.474 (Teleskopreihe)
Begriinden Sie, weshalb die nachstehenden Reihen konvergieren, und bestimmen Sie den Grenzwert
(Reihenwert).
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il 2 e sin
X Z< k+1)° e ) Y Z< k+1 ﬂ-(zin!)c) kz( Sm((%)) _ ((QZ:Q)))
—1 \ cos( =5 cos( 145

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_mehrGeometrischeReihen. tex

Aufgabe 101.475 (geometrische Reihen)
Konvergieren die folgenden Reihen? Wenn ja, gegen welchen Wert?

e o] k—1 [ee] (ele] o)
(—3) 1 o ol 1251 - 41
a) Z 4k c) ZeTn e) Z2p'3 g g) ZM 1.102u+1
k=1 n=1 p=1
©  m © o 430 10
R e — 6 h) 5-10420_104
b) D> g ) Z; 5312 ) Z 0 gl ’
m=1 Jj=

) 1 3 18 108
i) g+5+ostis e

m Reihen/Bekannt/Ag_Reihen_vieleGeometrischeReihen.tex

Aufgabe 101.476 (geometrische Reihen)
Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen, sofern die Reihe konvergiert!

00 ah 0 -1 > 32m+1  3m—1 34 w_ 1 2
a) 24 C) Z 28¢ e) Z 153m—2 . 3-m+2 g) Z
h=0 =—1
0 R 32k (1-7)
1 d) > > h) Z 13% .
- - k k+2 Ek— 2t—1  o—5t
b) ;5(”) 2 T T T f) ;15 3 ~ 1GJ
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Aufgabenblatt 102 Reihen/CauchyProd

E Reihen/CauchyProd/Ag_Potenzreihen_Cauchyprodukt.tex

Aufgabe 102.477 (Cauchyprodukt von Potenzreihen)

Priifen Sie, wo die beiden Potenzreihen absolut konvergieren und bestimmen Sie das Cauchyprodukt
sowie die zugehorige (Wert-)Funktion. Berechnen Sie die Wertfunktion sowohl tiber die Auswertung
des Cauchyprodukts als auch iiber das Produkt der Wertfunktionen der urspriinglichen Reihen:

i2j (x —1) und 24_ :c—l

Jj=0

m Reihen/CauchyProd/Ag_Zahlenreihen_Cauchyprodukt.tex

Aufgabe 102.478 (Cauchyprodukt von Reihen)

Zeigen Sie, dass die beiden Reihen absolut konvergieren und bestimmen Sie das Cauchyprodukt sowie
seinen Wert. Berechnen Sie den Wert ab sowohl iiber die Auswertung des Cauchyprodukts als auch
iiber das Produkt der beiden Reihenwerte!

o0 o0
a:= Z 97 und b:= 24*]“
j=0 k=0
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Aufgabenblatt 103 Reihen /Fourierreihen

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_2RechteckeUndlSaegezahn.tex

Aufgabe 103.479 (Fourierreihen von Rechteck- und Ségezahnsignalen)
Berechnen Sie die rellen Fourierreihen der folgenden Funktionen f: R — R mit ¢ — f (¢), den angege-
benen Funktionswerten fiir alle ¢ € (—m; 7] und f (¢t 4 2m) = f (¢) fiir alle ¢ € R:

-1 firt<o0

b) £ (1) = { ¢) ()=

1, fir |t] <3 1
1 firt >0 T

o DAz flirt #
a) f(t):= {0’ fir T < | {

0, firt=m

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_KoeffZuHalbemKosinusKompl.tex

Aufgabe 103.480 (Fourierkoeffizienten berechnen)
Sei f: R — R mit = — f (z) eine 2m-periodische Funktion mit f (x + 27) = f () fir alle € R und

f(x) =

falls <3
{cos (x), alls || < 5 fiir alle z € R mit |z < 7.

0, falls § < |z| <7

a) Skizzieren Sie den Graphen von f, wobei die horizontale Achse den Bereich [—7; 7] umfasst!
b) Berechnen Sie den komplexen Fourierkoeffizienten ¢y zu f !

c) Berechnen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten ¢,, zu f mit n € Z\ {—1;0; 1} iiber eine partielle
Integration! Tipp: Unterscheiden Sie gerade und ungerade n, um das Ergebnis zu vereinfachen!

d) Verwenden Sie die Euler’sche Formel ¢!¥ = cos () 4 i - sin(¢) fiir alle ¢ € C, um auch die
komplexen Fourierkoeffizienten ¢; und ¢_1 zu bestimmen!

e) Berechnen Sie erneut alle komplexen Fourierkoeffizienten zu f, indem Sie f () fiir alle z € [—g; %]

mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion schreiben! (Warum miissen Sie c+1 separat berechnen?)

E Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_KoeffZuHalbemKosinusReell.tex

Aufgabe 103.481 (Fourierkoeffizienten berechnen)
Skizzieren Sie den Graphen von f |[_7;7] fiir die 27-periodische Funktion f: R — R mit z — f (z) und

fall < T ist
f(x)= {COS (z), falls Jaf < 5 is fir alle x € (—m; 7).

o, falls T < |z < 7 ist

Berechnen Sie aufferdem die reellen Fourierkoeffizienten ag, ax und by fiir alle £ € N von f.
Hinweis: Fiir alle z € R und alle k € R gilt 2 - cos (z) - cos (kz) = cos((k — 1) - x) + cos((k + 1) - z).

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_PiQuadratSechstel.tex

2

Aufgabe 103.482 (3 5 = %)
Sei u: R — R mit ¢ + u () eine 2m-periodische Funktion mit w (t) := ¢ fiir alle ¢ € (—m; 7).
Seien f: R — R mit 2 — f (), ¢: R > R mit . — g (z), h: R > R mit 2 — h(z) und y: R — R mit

x +— y () Funktionen, fiir die fiir alle z € R gilt:

flz) = {u(x), fir £ ¢ 7Z

— — 2 — z
0. fir £ c 7, g(x) :=|u(x)|, h(x) = (u (33)) und y(x) = |cos (2)’ .

38 38

Zeichnen Sie die Graphen von f‘[—7;7]’ g|[_7;7] und h’[—7;7] !
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a) Berechnen Sie die Fourierreihe von f ! £) Zeigen Sie Z S m |
0 1)« —= n 12
b) Zei Si =— |
) Zeigen Sie nz_o il 1 ® | 2
- g) Folgern Sie Z —=—
c) Berechnen Sie die Fourierreihe von g ! v 6
o0 . . . .
1 2 h) Berechnen Sie die Fourierreihe von !
d) Zeigen Sie Z — = T ) Y
8
n—0 (271 + 1) 00 1 1
i) Zeigen Sie — ==
e) Berechnen Sie die Fourierreihe von o ! ) Zeig nz:l 4n? -1 2

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen PktwKonvSignum.tex

Aufgabe 103.483 (Reihenwert iiber die Fourierreihe der Signumsfunktion berechnen)
Sei f:R— Rmitz— f(z), f(r+2m)=f(z) firalexz e R, f(0):=0=: f(r) und f (z) = % fiir

e

alle z € (—m;m) \ {0}. Fertigen Sie eine Skizze des Graphen von f|_; an!

a) Finden Sie eine endliche Menge M C [—m; 7|, so dass fauf R\{t +2km € R |t € M und k € Z}
stetig differenzierbar ist!
b) Priifen Sie fir jedes x € M, ob die Limites lim+f(t), lim f(¢), hm+ f'(t) und lim f’(¢)
t—x— t—x

t—x t—x—
existieren!

0 n
-1
c) Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe g 2( —i-) ] mit Hilfe der zu f gehorenden Fourierreihe!
n
n=0

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_ReziprokeBiquadrateUngeraderZahlenMitParseval.tex

Aufgabe 103.484 (Fourierkoeffizienten berechnen und Identitdt nachrechnen, Klausurniveau)
Die Funktion f: R — R mit = — f (z) ist definiert als die ungerade 2m-periodische Fortsetzung von

x, flirz<

Y: [0;7] = R und a:»—m/)(:c)::{o fiir 7 >

INERNIE

a) Skizzieren Sie den Graphen von f[_;n !
b) Bestimmen Sie die reellen Fourierkoeffizienten ag sowie aj und by, fiir alle k € Nvon f !
c) Zeigen Sie mit Hilfe der Parseval’schen Gleichung

I 5 1 i 2 &

v rrae= g ([ s@ar) + 3w

die Identitéat

— =
/=1 (26 - 1) 96
Hinweis: Sie konnen ohne Beweis das Ergebnis E 2= verwenden.
n

n=1

E Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_ReziprokeQuadrateUngeraderZahlen.tex

Aufgabe 103.485 (Fourierreihe, Reihenwert)
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a) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe der Funktion f: R — R mit z — f (z), f (x + 27) = f (2)
fir alle x € R, f (z) =0 fiir alle z € [-m;0) und f (x) = « fiir alle z € [0;7) !

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Fourierreihe von f den Wert der Reihe 1 + 3% + 5% + 7% +...0!

m Reihen/Fourierreihen/Ag_Fourierreihen_UnGeradeFortsetzenUndNurDreiKoeffBerechnen.tex

Aufgabe 103.486 (Fourierkoeffizienten berechnen)
Gegeben ist die Funktion f: [0;7] — R mit  — f (z) durch f (7) := 0 und fiir alle z € [0;7)

x, falls0 <z < Z
HOEE S,
5 alls § <z <.

a) Skizzieren Sie die Graphen von f, sowie ihrer geraden 2m-periodischen Fortsetzung g und ihrer
ungeraden 2m-periodischen Fortsetzung u in ein gemeinsames Koordinatensystem!

b) Geben Sie die Zuordnungsvorschriften von g und u im Bereich [—m; 7] an!

c) Berechnen Sie die reellen Koeffizienten ag, a; und b; der beiden Fortsetzungen!
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Aufgabenblatt 104 Reihen /Komplex

m Reihen/Komplex/Ag_ReihenKompl_GeometrischeReiheMitParameter.tex

Aufgabe 104.487 (Klausur Herbst 2004 Aufgabe 1 a (Physik))
Bestimmen Sie die Menge aller w € C, fiir welche die Reihe

i (1 +ul;\/§>k

k=0

konvergiert. Beschreiben Sie die Menge geometrisch.

m Reihen/Komplex/Ag_ReihenKompl_GeometrischeReiheMitUmformen.tex

Aufgabe 104.488 (Klausur SoSe 2009 Aufgabe 1 b (Physik))
Untersuchen Sie die Reihe

0 on
; (31)n+1

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Reihenwert sowie den Betrag des Reihenwertes.

m Reihen/Komplex/Ag_ReihenKompl_GeometrischeReihen.tex

Aufgabe 104.489 (Komplexe geometrische Reihen)
Bestimmen Sie die Reihenwerte, falls diese existieren!

05{ 6 D »( 5 B D (€ N o C0)

m Reihen/Komplex/Ag_ReihenKompl_Kriterien.tex

Aufgabe 104.490 (komplexe Reihen)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz!

>\ (—5i)" 2 1 =/ 3 2
2) Z (6 + 4i)" C);’fi e)z<p—i_l)+i>

p=1
o0 21 2¢ > 1 (3 + 4i)"
d S £ wrAR
; 8 + 15i)° ) mzlmml ) nzl (n)"
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Aufgabenblatt 105 Reihen/Kriterien

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_ Hilfsreihentrick.tex

Aufgabe 105.491 (Hilfsreihentrick fiir Nullfolgen)
Um zu zeigen, dass eine gegebene Folge a,, eine Nullfolge ist, kann man folgenden Trick anwenden:

e Definiere eine Hilfsreihe R := > °°  a,, mit geeignetem ng € N.

n=ng

e Zeige, dass die Hilfsreihe R konvergent ist (z.B. mit Quotienten- oder Wurzelkriterium).
e Aus dem Nullfolgenkriterium fiir Reihen folgt dann lim,— a, = 0.

Wenden Sie den Trick auf diese Folgen (ay,)nen an:

8

b) an = I

n

a) an:%

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_Konvergenz2.tex

Aufgabe 105.492 (Konvergenz von Reihen)
Untersuchen Sie, ob die Reihen konvergieren:

16k1 . 6 > 24
9> ) s 9 & Vior ik

40 + 7k >, 18k - 3k
d) Z

6k

4
b) Y f) Y ——
k=0 k=0 2 k=2 2k3 - 6

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_KonvergenzkriterienGemischt.tex

Aufgabe 105.493 (Reihenkonvergenz entscheiden)
Priifen Sie bei diesen Reihen mit jeweils nur einem Kriterium die Konvergenz/Divergenz:

a - 2n—1  9—5n c - l " e G \/ﬁ
) ;15 3 ) ; <1+n> ) ;(—3)”

o

, (1) (U2
b)zf )ani;l_ 02 1 ((J+1)2>

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_Leibnizkriterium.tex

Aufgabe 105.494 (Leibnizkriterium)
Untersuchen Sie die Reihen mittels Leibnizkriterium auf Konvergenz:

[e%S) . 00 tan 7r+2k7'r)
kz:: 2k+1 )kzzo<_ C)Z n(k + 2)

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_Quotientenkriterium2.tex

Aufgabe 105.495 (Quotientenkriterium)
Welche Aussagen iiber die Konvergenz der folgenden Reihen erhalten Sie mit dem Quotientenkriterium?
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ka = 3k k' L (—3)F
2) z b) z L DN o>

=0 k=1

m Reihen/Kriterien/Ag_Reihen_Wurzelkriterium?2.tex

Aufgabe 105.496 (Wurzelkriterium)
Welche Aussagen iiber die Konvergenz der folgenden Reihen erhalten Sie mit dem Wurzelkriterium?

)k’ 1 k?k

)Z@Té) )Z<2k+3> )2 k4+3

k=0
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Aufgabenblatt 106 Reihen /Potenzreihen

E Reihen/Potenzreihen/Ag_Konvergenzradius_Tricks.tex

Aufgabe 106.497 (Tricks bei der Berechnung von Konvergenzradien)
Geben Sie jeweils den Entwicklungspunkt xg und den Konvergenzradius r der Potenzreihen an.

&) 2 (srie) (@1 o Yizun(2)"

n 2
b) Yoo, 8m e Q) @)=Y n(1-2)" @+2)
Tipp: a) Wurzelkriterium bzw. Definition des Konvergenzradius verwenden und lim sup mit Teilfolgen
ausrechnen.

3n n—1
Tipp: b),c) Definiere by, (z) := 8”@ bzw. by (z) :==n (%) . Forme die Quotientenkriteriums-

bnt1(x)
bn ()

bedingung fiir Reihen, lim,, o < 1 so lange um, bis sie wie |z — xg| < r aussieht und

lese z¢ und r ab.
Tipp: d) Scharfes Hinsehen oder e-hoch-In-Trick bei der Grenzwertberechnung.

m Reihen/Potenzreihen/Ag_Potenzreihen_KonvergenzbereichBestimmen.tex

Aufgabe 106.498 (Konvergenzradius von Potenzreihen)
Berechnen Sie den Konvergenzradius r der folgenden reellen Potenzreihen, geben Sie den Entwicklungs-
punkt xg an und bestimmen Sie den Konvergenzbereich:

a)§§<3>ﬁxk c)figﬁ@—mﬁ e)§§@k+m-ﬁ
=\ 10 k! ar

i (o -2 d)i:;g.(x_'_?))k f)Z( Hri-2.Vk) ot
=1 k=0

m Reihen/Potenzreihen/Ag_Potreihen_FktErkennen.tex

Aufgabe 106.499 (Potenzreihen in geschlossene Form bringen)
Geben Sie zu den folgenden ,Potenzreihen” eine geschlossene Form (also eine Darstellung ohne Sum-

menzeichen) an! Geben Sie an fiir welchen Bereich die jeweilige Darstellung giiltig ist. (i?=-1)
3" o~ 1 1\3k+3 i ()" + 1 n
a)ZH'l"JF C)Zg'(t_i) G)ZT'(Z—l)
n=0 k=1 n=0
- 3 - 20+1 o/ _
b E+1 d 42 £ L1yt
)kz(kH) @ ) ;(_1)“1‘(%)! ) ;36 (z+3)

E Reihen/Potenzreihen/Ag_Taylorreihe_BestimmenKonvergenzWert.tex

Aufgabe 106.500 (Taylorreihe)
Gegeben sei f:(0;2) - R mit x — f(z) :=In(|x — 2|).

a) Zeigen Sie fiir die Ableitungen von f die Formel

—1)!
8;2} fiir alle 2 € (0;2) und alle n € N.
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b) Stellen Sie die Taylorreihe von f im Punkt xg := 1 auf und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

[e.e]

1
c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z

n-2n’

n=1

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass sich f um zg = 1 in eine Potenzreihe entwickeln lasst.
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Aufgabenblatt 107 WSTheorie/Begriffe

m WSTheorie/Begriffe/Ag_UntereFaktorielle.tex

Aufgabe 107.501 (Untere Faktorielle)
Berechnen Sie:

a) (i) 5 (if) 54 ¢) (i) (-5) (i) (—5)4
b) () (b (i) (3)* d @ (-1 (i) (-1)*
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Aufgabenblatt 108 WSTheorie/Kombinatorik

E WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_AbbildungenZaehlen.tex

Aufgabe 108.502 (Abbildungen zdhlen)

a) Betrachten Sie alle Teilmengen 7' C {1,2} und alle Teilmengen S C {1,2,3} mit 3 € S. Geben
Sie eine bijektive Abbildung an, die jeder Menge T eine Menge .S zuordnet.

b) Wieviele Abbildungen f: {r,g,b} — {0, 1} gibt es?

c) Sei M :={3,8,7,19,15}. Wieviele Bijektionen f : M — M gibt es?

E WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_KombinationenMit.tex

Aufgabe 108.503 (Ungeordnete Stichproben mit Wiederholung)

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 6 ununterscheidbare Kugeln auf 3 Tépfe zu verteilen, wenn in
jedem Topf mehrere Kugeln sein kénnen ?

Dabei hilft folgender Trick: Man verwendet eine Notation mit Kugeln (O und Trennstrichen |
und schreibt z.B.

OO O OO O fir ,2 Kugeln in Topf 1, 1 Kugel in Topf 2, 3 Kugeln in Topf 3“ oder
S N e —
1.Topf 2. Topf 3.Topf

OO0 O OO fir ,0 Kugeln in Topf 1, 2 Kugeln in Topf 2, 4 Kugeln in Topf 3.
N
1.Topf 2. Topf 3.Topf

b) Allgemein: Wie viele Moglichkeiten gibt es, k ununterscheidbare Objekte auf n Topfe zu verteilen,
wenn in jedem Topf mehrere Objekte sein kénnen?

E WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_KombinationenOhne.tex

Aufgabe 108.504 (Ungeordnete Stichproben ohne Wiederholung)

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus 9 verschiedenen Objekten vier Objekte ohne Beachtung der
Reihenfolge auszuwéhlen?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus n verschiedenen Objekten k Objekte ohne Beachtung der
Reihenfolge auszuwéhlen?

c) Wie viele mogliche Kombinationen eines ausgefiillten Lottoscheines gibt es beim Lottospiel ,,6
aus 497

d) Wie viele 3-elementige Teilmengen einer Menge N mit 5 Elementen gibt es? Allgemein: Wie viele
k-elementige Teilmengen einer Menge N mit n Elementen gibt es?

m WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_TuermeAufSchachbrett.tex

Aufgabe 108.505 (Tiirme auf dem Schachbrett)
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Ein Schachbrett besteht aus 64 quadratischen Feldern, die in 8 Zeilen und
8 Spalten angeordnet sind. Die Felder sind abwechselnd weifs und schwarz.
Ein Turm darf sich auf dem Schachbrett nur horizontal oder vertikal bewe-
gen. Fahrt ein Spielstein einer Farbe auf ein Feld, auf dem ein Spielstein
der anderen Farbe steht, so wird dieser Spielstein ,,geschlagen®.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, zwei Tiirme auf ein Schachbrett zu stellen,

a) wenn einer weif und einer schwarz ist?
b) wenn beide schwarze sind?

c) wenn einer weift und einer schwarz ist und beide so stehen sollen, dass
sie sich nicht im néchsten Zug schlagen konnen?

d) Wie viele Moglichkeiten hétte man, acht verschiedenfarbige Tiirme
auf das Spielbrett zu stellen, die sich alle nicht gegenseitig schlagen
kénnen, wenn es beim Schach acht verschiedene Farben gébe, die sich
untereinander alle schlagen diirften?

e) Wie verdndert sich die Situation aus Aufgabenteil[d)] wenn Sie Tiirme
gleicher Farbe verwenden, die aber so stehen sollen, dass sie sich auch
nicht schlagen kénnten, wenn ihre Farben unterschiedlich wéren?

Zusatzfrage:

Was passiert in Aufga-
benteil [d)] oder Aufga-
benteil EZ] bei sieben oder

neun Tirmen?

m WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_Variationen.tex

Aufgabe 108.506 (Geordnete Stichproben (Permutationen/Variationen) mit und ohne Wiederholung)

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, n verschiedene Objekte anzuordnen?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 blaue, 2 rote und 2 griine Kugeln anzuordnen? Wie lautet die
Losung im allgemeinen Fall mit jeweils k1, ko, ... kj ununterscheidbaren Objekten?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus 9 verschiedene Objekten vier Objekte mit Beachtung der

Reihenfolge auszuwéhlen?

d) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus n verschiedene Objekten eine Anzahl £ < n mit Beachtung

der Reihenfolge auszuwéhlen?

e) Sei N eine Menge mit 3 Elementen und M eine Menge mit 5 Elementen.

(i) Wie viele Funktionen N — M gibt es?

(ii) Wie viele davon sind injektiv?

(i)
)

(iv) Wie viele bijektive Abbildungen gibt es im Fall n = m?

Wie sieht es aus im allgemeinen Fall fiir die Kardinalitidten |N| = n und |[M| = m?

m WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Kombinatorik_WabeFaerben.tex

Aufgabe 108.507 (Felder farben)
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Sie haben die neun Farben rot, orange, gelb, griin, blau, violett,
tiirkis, rosa und braun. Wieviele Moglichkeiten haben Sie, die sie-
ben rechts stehenden Felder zu farben, wenn

a) keine Einschrankung besteht?
b) das linke Feld rot und das rechte Feld blau werden sollen?
c) alle Felder unterschiedlich gefarbt werden sollen?

d) drei Felder rot, zwei blau und die anderen Felder griin sein
sollen?

e) zwei benachbarte Felder nicht die gleiche Farbe haben sollen?

Tipp: Uberlegen Sie in Aufgaben-
teil Eﬂ zunéchst, wie die Ant-
wort auf die wirklich schwe-
re Frage in den folgenden drei
Féllen aussehen wiirde:

E WSTheorie/Kombinatorik/Ag_Permutationen_Zerlegen.tex

Aufgabe 108.508 (Permutationen)
a) Berechnen Sie die folgenden Permutationen aus II7:

(i) m=1[1,2]0[3,5] o [5,1] 0 [6,7] (ii) o =[7,1] 0 [4,5] 0 [4,7] o [1, 3]

b) Schreiben Sie die folgenden Permutationen als Kompositionen der Transpositionen und bestim-
men Sie das Signum!
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Aufgabenblatt 109 WSTheorie/WSRechnung

(&)

WSTheorie/WSRechnung/Ag_Wahrscheinlichkeiten_Skatblatt.tex

Aufgabe 109.509 (Skatblatt)
Wir betrachten ein tibliches Skatblatt (franzdsisch) mit 32 Karten:

A | SK|&D | &B|&10| &9 | &8 | &7
AA | OK | OD AOB 610 |69 A8 AT
CA|OK|[OD | OB Q10|09 08|07
CA|OK|OD OB |Q10|Q9 08|07

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit

a) ..
b) ..
c) ..
d) ..
e) ..
f) ..
g) -
h) ..
i) ..
-
k) ..
1) ..

.in einem Zug aus dem vollen Stapel ein As zu ziehen?

.in einem Zug aus dem vollen Stapel kein As zu ziehen?

.in einem Zug aus dem vollen Stapel einen schwarzen Buben zu zichen?

.in zwei Ziigen mit zuriicklegen zuerst einen schwarzen Buben und dann ein As zu ziehen?
.in zwei Ziigen mit zuriicklegen zwei Asse zu ziehen?

.in zwei Ziigen mit zuriicklegen genau ein As zu ziehen?

.in zwei Ziigen mit zuriicklegen mindestens ein As zu ziehen?

.in fiinf Ziigen mit zuriicklegen genau zwei Asse zu ziehen?

.in zwei Ziigen ohne zuriicklegen zuerst einen schwarzen Buben und dann ein As zu ziehen?
.in zwei Ziigen ohne zuriicklegen zwei Asse zu ziehen?

.in zwei Ziigen ohne zuriicklegen genau ein As zu ziehen?

.in zwei Ziigen ohne zuriicklegen mindestens ein As zu ziehen?

.in fiinf Ziigen ohne zuriicklegen genau zwei Asse zu ziehen?
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Aufgabenblatt 110 ZUnfachliches/Sonstiges

§ | ZUnfachliches/Sonstiges/Text_FroheWeihnachten.tex

Z

- sa) moglichst schén um!

Stellen Sie die Gleichung y = 7,% -In (
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Aufgabenblatt 111 ZUnfachliches/Uebersichten

§ | ZUnfachliches/Uebersichten/Text_GriechischesAlphabet.tex

a, A alpha* | £ = X1 L, I ota‘“ 0, O omikron“ | 7, II »pi“
6,B  ,beta‘* (¢, 7 . zeta® | kK, K L kappa® | w, Q ,omega“ | ¢, @ ,,phi“
v, ' gamma“ | n, H  eta“ A, A Jambda“ | o, P ,rho Y, U ,psi
0, A ,delta* | 9, ©  theta* | u, M ,,mii o,  ,sigma“ X, X ,chi
e, E ,epsilon“ v, N i 7, T LJLau* v, T lpsilon*

*Im Neu-Griechischen wird das 8/B als ,,vita“ und das 7/T als ,taf‘ gesprochen.
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